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Wybrane dwuwymiar owe modele dla zmiennych

licznikowych w ekonomii*

1. Wstep

Rozktad Poissona, ujemny rozklad dwumianowy i radkilogarytmiczny $
powszechnie iywane do opisu zjawisk, gdy zmienna dbjana jest mierzona na skali
ilorazowej i jednocz@ie przyjmuje wydcznie wartéci nieujemne. Pierwsze literaturowo
udokumentowane zastosowanie rozktadu Poissona gechdkaica XIX wieku, a dotyczy
bada przeprowadzonych przez rosyjskiego uczonego pedskipochodzenia Wiadystawa
Bortkiewicza. W 1898 r. opublikowat on wyniki aralklotycacych smiertelngci zotnierzy,
stuzacych w dziesjciu korpusach kawalerii armii pruskiej w latach 58894,
spowodowanej kopaciami przez konie. Pogtkowo rozktad Poissona byt proponowany do
probabilistycznego opisu rozkitadu zdarzezadkich, ktOre pojawiaj sic z matym
prawdopodobigstwem w ciagu nieskaczonej liczby niezalaych powtorzé tego samego
doswiadczenia o dwoch nitiwych wynikach. Obecnie w literaturze naukowejisia liczne
aplikacje z wykorzystaniem tego rozkiadu w analidienych przekrojowych, szeregow
czasowych i danych longitudinalnych. W ekonomii mledPoissona znajdugastosowanie
takze wobwczas, gdy przedmiotem zainteresowanig veyniki zachowa jednostek
podejmugcych decyzje. Obok modeli dyskretnego wyborg ene podstawowymi
narzdziami opisu zjawisk rozwanych na gruncie mikroekonometrii. Lista zastosowa
regresji Poissona jest diluga. W ekonomice zdrowiasuge st je m.in. w analizie
intensywndci korzystania z réinych form ustug opieki zdrowotnej, liczby wypadkaow
pracy lub chor6b zawodowych. W zakresie ekonomiicp modele te s#a badaniu absencji
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W miejscu pracy i mobilmiei zawodowej ludnéci w  wieku produkcyjnym. W
ubezpieczeniach znajdujzastosowanie w analizie szkodawo w portfelu ubezpiecze
komunikacyjnych lub matkowych. W transporcie modele zmiennych licznikotvyc
umazliwiajg ocerp intensywndci wypadkow komunikacyjnych. W bankowe za 3
jednym z nargdzi analizy sptacalnii rat kapitalowo-odsetkowych przez kredytobiorcow
pomiaru ryzyka kredytowego. W zakresie nauk o psibibrstwach modele regresji
Poissona mag by¢ dogodnym sposobem opisu zadesci zmian koniunkturalnych (faz
wzrostu ladz spadku gospodarczego) na skbbnkructwa przeddbiorstw. W marketingu
przedmiotem badania mgg by¢ decyzje pojedynczych konsumentéw dotyer
jednoczesnych zakupéw oklenej ilosci réznych produktow lub ustug. W demografia s
podstawowym nakziziem opisu zjawisk dotygzych np. umieralnici czy prokreacji. C.
Cameron i P. Trivedi [1998, 2005] przedstawajyniki przyktadowych badaempirycznych
pochodacych z r&nych dziedzin ekonomii, ktére zostaly uzyskane zam@a
szczegotowych modeli danych licznikowych.

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie \aylej klasy modeli statystycznych
opisupcych zalenos¢ miedzy dwiema zmiennymi licznikowymi. W literaturzey one
okreslane terminem dwuwymiarowych modeli Poissona (dmgariate Poisson modéls
Przedmiotem zainteresowania w szczegéine te konstrukcje, w ramach ktérych atigva
jest analiza zjawisk charakteryzaych s¢ zarowno dodatgijak i ujemmy korelach miedzy
zmiennymi endogenicznymi. Opracowanie ma zatemasgiar przegidowy.

W artykule rozwaamy dwie propozycje. Pierwsza z nich to mieszandazktadu
Poissona z rozkladem log-normalnym, ktéra zostafgaponowana przez J. Aitchisona i C.
Ho w 1989 r. Druga specyfikacja nazwana przez kirita i E. Pluga [2004] warunkowym
modelem Poissona, jest prost&onstrukcy. Posiada pewne restrykcje dotyce wiasnéci,

ale ma take zalety, m.in. fatw& estymacji w przeciwigstwie do modelu pierwszego.

2. Prosty modéd regresji Poissona

Rozwaamy model statystyczny dla licznikowej zmiennejolsj Y, ktéra przyjmuje
wartasci ze zbioru liczb catkowitych nieujemnych. Niech ma rozkiad Poissona z

parametremi, Y~Poissond), wiec funkcja prawdopodobistwa ma posta

Priy =y)= pY(y|/]):$exd—/l)D1y, A>0, (1)
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gdziey oznacza pojedyngzrealizacg tej zmiennej, ktéra przyjmuje watm 0,1,2,3,....
ParametrA jest jednocz@ie jej wartdcig oczekiwan (E(Y)) I wariancp Y (Var(Y)).
Zauwamy, ze powyszy rozktad ma dwo ogranicze, gdyz jeden parametr definiuje
wszystkie momenty tej zmiennej. W zastosowaniacbneknetrycznych, gdy dagine g
dodatkowe informacje o badanych jednostkach w poktavymiarowego wektora zmiennych
objaniajagcych x, mazna ostahi zalazenie o homoscedastyczoo W przypadku proby

prostej y (dlat=1,...,T) przyjmuje s¢, ze
A =expx [B), )

gdzie S jest k-elementowym wektorem nieznanych parametrfarmujgcym o kierunku i
sile oddziatywania zmiennych oKjaajacych na charakterystyki rozktadu obserwowanej
zmiennej. Szerzej o konstrukcji i wikasie@ch tego modelu oraz podstawowej metodzie
estymacji jego parametrow — metodzie naksizej wiarygodnéci (MNW) — pisz m.in. C.
Cameron i P. Trivedi [1998, 2005]. Kolejnym krokiem kierunku uogolnienia powgzej
konstrukcji — ostabienia zatenia o réwnéci wartdgci oczekiwanej i wariancji — jest
zastosowanie mieszanki rozkladéw Poissona-gamndaa kest rownowzna przygciu dla
zmiennejY dwuparametrycznego ujemnego rozktadu dwumianoweg, np. C. Cameron i
P. Trivedi [1998, 2005].

3. Dwuwymiarowy model Poissona z korelacja dodatnia

W tej czsci przedstawimy podstawepklas; rozktadow dwuwymiarowych zmiennych
licznikowych. Rozwaamy dwuwymiarow zmienn losows Y = [Y1 Y2], czyli pak zaleznych
zmiennych. W monografii S. Kocherlakota i K. Koda&ota [1992] znajdziemy ibe
propozycje rozktadéw tej zmiennej, od najprostszylth bardzo zigonych. Jednate w
ramach standardowych koncepcji ima modelow& wytacznie te zjawiska, ktore
charakteryzyj sic nieujemn korelac. Najczsciej rozwaa st zmienry dwuwymiarovy,
ktorej rozktad jest ok&ony przez 4czrg funkcje prawdopodobigstwa postaci

_ _ _ min(y;,¥2) A A '
Pr(Yl - yl’YZ - yz) - exd /]1 /]2 /13) Lt (yl _ I’)! D(YZ _ r)! E—%, (3)

gdzie parametryl;, A3 i A3 s3 dodatnie.
Historia tego rozktadu epa lat 30 ubiegtego stulecia. Pavsygy model jest konstrukgi
czysto teoretyczy) nie magca bezpdredniej interpretacji w zjawiskach empirycznych.

Jednake rozkiad ten jest granicznym przypadkiem dwuwyowsgo rozktadu
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dwumianowego. Ponadto funkcja prawdopodoasiea okrélona formuy (3) reprezentuje
taczny rozkiad zmiennych ¢bagcych sum dwoch spérdd trzech jednowymiarowych
zmiennych o rozktadach PoissonazeleVs, V. i V3 3 niezalenymi jednowymiarowymi
zmiennymi o rozktadach opisanych parametrdmil, i As, to rozktad pary zmiennych; =
V1+V3 i Yo = Vo+Vs jest zdefiniowany wzorem (3). Zatem tatwo zaayéa ze wektor wartéci

oczekiwanych zmiennejY sklada sj z elementéw odpowiednioE(Y,)=\,+A, i

E(Yz):)\2+)\3. Brzegowe wariancje tej zmiennej dwuwymiarowej réwne wartéciom

oczekiwanym. Ponadto, kowariancja zmiennyGh Y, jest réwnacouY,,Y,) =Var(V,) = A,,

wigc wspotczynnik korelacji dany jest wzorem
Ay

\/(/11 +A,)(A, +A,)

Przyjmuje on wart&ci wytacznie dodatnie i jest ograniczony od gory przez tesar

corr(Y,,Y,) = 4)

A,/(A, +min(A,, A,)). Wiasndci te s mocno restrykcyjne, co za tym idzie zastosowaege t

rozkladu w badaniach empirycznych jest ograniczadedatkowe informacje o tej klasie
modeli, a dotycgce m.in. formut momentéw wgzych rzdow rozktadu dcznego i
warunkowego mina znale¢ u Kocherlakota i Kocherlakota [1992]. Analogiczmieoparciu
0 powyszg koncepat definiuje s¢ rozktady wielowymiarowych wektorow zmiennych
losowych. Niestety wspomniane wady pozastaj

Powyzszy model znalazt zastosowanie w marketingu. T.jsBii in. [2004]
zaprezentowali badania dotyce zalenosci migdzy zakupami wybranych produktéw
wykorzystywanych w kuchni. W badanym koszyku zniglak sol zmekczapca i detergent
oraz dwa podstawowe sktadniki do wypiekbw domowybima aplikacja pochodzi ze
statystyki sportu. D. Karlis i I. Ntzoufras [2003nalizowali zalenos¢ miedzy liczky
zdobytych i straconych goli w meczach pitkiznej i wodnej. Natomiast K. Kockelman i J.
Ma [2006] zastosowali powgzy model w przypadku baglaotyczcych liczby osob, ktére
uczestniczyty w wypadkach drogowych i mogty panieszczerbek na zdrowiu. Roziedi
trzy sytuacje: brak jakichkolwiek obien, doznanie eizkich obraen ciata i obraenia

smiertelne.

4. Dwuwymiarowe modele z korelacja dodatnig lub ujemna

Jak wczéniej wspomniano powaszy model statystyczny zaklada wgznie dodatnj

korelacg. Propozycji rozkladow, ktore dopuszczaprowno korelagj dodatng jak i ujemnm
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jest niewiele. Mana je uzyské& wykorzystuac funkcg kopula (zob. np. Ophem [1999]) lub
mieszanki rozkladéw. D. Karlis i E. Xekalaki [200Zprezentowali przegd jedno i
dwuwymiarowych mieszanek rozkiadow Poissona. Panadiraca uwag, ze tylko w
przypadku pewnych mieszanek (tzw. drugiego rodzajagna rozwaaé korelacg ujemrs.
Przyktadem takiego modelu o strukturze hierarchegzest mieszanka z wielowymiarowym
rozkladem log-normalnym dla skorelowanych efektésolwych w rownaniach definiagych
parametry lambda [Aitchison i Ho 1989, Chib i Wihkann 2001]. Niestandardowym
modelem z dodatgi lub ujemn korelacp jest tzw. warunkowy model Poissona
zaproponowany przez Berkhouta i Pluga [2004]. Jestprostsza specyfikacja, ale

dogodniejsza w estymacji. W niniejszym artykule evimdy obie propozycje.

Model Poissona log-normalny

Propozycja Aitchison i Ho [1989] polega na zbudowaonzktadu 4cznego dla wektora
losowego poprzez zastosowanie nigslkamnej mieszanki w formie wielowymiarowego
rozktadu log-normalnego ze ziong struktuy korelacyjry. Rozktad mieszagy jest okrélony
dla efektow losowych wyspujacych w rownaniach definiggych wartdci oczekiwane
zmiennych obserwowanych o niezalgch rozktadach Poissona. W przypadku
dwuwymiarowej zmiennej losowejadzna funkcja prawdopodoliistwa dla wektora
Y = [Y1 Y2] ma posta?

PrlY, = v Yo = v,) = [ [ 2y () by, (ol o) v (Al )12, 5)

R*R
gdzie p, (/]|,LIA,Z) jest funkcy gestasci zmiennej losowep=[A; A2] 0 dwuwymiarowym

rozktadzie log-normalnym z parametrem petoia /iy =[t41 (o] | rozproszenia® = [gj] dla
i,j =1, 2. Wybor rozkiadu log-normalnego jako rozktachieszagcego byt uzasadniony z
dwéch powodow: a) charakteryzuje silng prawostrong asymetra, wiec oddaje charakter
rozktadu dla zmiennej obserwowanej, b) jego wiasnw przypadku wielowymiarowym i
zZwigzki z innymi rozktadamigdobrze okréone.

Mimo niejawnej postaci funkcji (5) w przypadku niagonalnej macierzy Aitchison i
Ho [1989] analitycznie wyznaczyli podstawowe chéeaystyki zmiennejY. Dysponujemy
prob {vyu, yio} dla t=1,...,T. Kluczowy parametr — wspétczynnik korelacji, w tysreypadku

Wynosi

2 Dla prostoty zapisu pomigto indekst.
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corr(Y,,Y,,) = expla,,) -1 (6)

Jlexdon) -1+ 4 )dexelo) -1+ 143)
gdzie E(Y,)= y, =exd(u, +0,/2) dlai=1, 2 orazt=1,....T. Ponadto wariancja jest réwna
V(Y,) =, + (1 ) (exdo,)-1), a wic wystpuje tzw. zwékszenie rozproszenia (ang.
overdispersiojy co jest naturalne w przypadku zjawisk opisywdnpczez model zmiennej
skokowej, ktora przyjmuje waroi ze zbioru liczb naturalnych. Przypaded#,= 0
odpowiada nieskorelowanym zmiennym losowym,oa< 0 (01> 0) korelacji ujemnej
(dodatniej). Oczywicie macierzs jest symetryczna i dodatnio oklena. Liczba nieznanych

parametrow wynosi pé. Ponadto ze wzoru (6) i faktae wspotczynnik korelacji zmiennych

0 dwuwymiarowym rozktadzie log-normalnym jest rowny

corr(Ay, Ap) = (€ —1)/ e ~1)e= -1) wynika, lcorr(Y,,,Y,,) <|corr(Ay,A,) . Wniosek
ten jest zgodny z intuigj gdyz zmienneYy Yy S paosrednio ze sobp zalezne poprzez
skorelowanieA, i A, . Zalet powyzszego modelu jest fakte a) mana go zdefiniowéa w
przypadku dowolnej liczby zmiennych zabgch, b) ma@ana mu nada interpretag; w
nawigzaniu do rzeczywistych zjawisk przyrodniczych cpgtecznych.

Powyzszy model ma strukterhierarchiczg. ZmienneY;; i Yy posiada niezalene
rozkltady Poissona z parametrafy i A warunkowe wzgidem zmiennep: = [Uy Up]. Na
drugim szczeblu zdefiniowany jest uktad rownaegresji dla warunkowych wasci
oczekiwanychAy i Ap z multiplikatywnym sktadnikienu; o dwuwymiarowym rozktadzie
normalnym z zerow wartdscia oczekiwam i maciera kowariancji 2, W efekcie

rownowana posté modelu jest nagpujaca

Y,|u ~ Poissorf4;)  dla i=12
Ai = exdxt v +uti) (7)
u ~N?(0,z,)

Z zalenosci migdzy wielowymiarowym rozkiadem log-normalnym a wielgmiarowym
rozktadem normalnym wynikajrelacje pomidzy elementamp, i 2 a macierz kowariancji
2,. Dodatkowo, po wprowadzeniu wektora zmiennych @bgacych x, otrzymuje st
u, =E(Y,)=exdx B +0,/2). Parametrami tego modelw $3;, S i trzy swobodne
elementy dodatnio okéknej macierzy kowariancji,. Obie specyfikacje (5) i (7) tego

modelu posiadajrownowang parametryzaej



Maszynopis artykutu: Marzec J., Wybrane dwuwymigowodele dla zmiennych licznikowych w ekonomii, [w:
Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego w Kiakewletody Analizy Danych” nr 884, Wydawnictwo
Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie, Krakow.

Aitchison i Ho [1989] przedstawili ciekawinterpretaci mieszanki danej wzorem (5).
Rozwaajg wektor d-wymiarowy zmiennych skokowych, ktore reprezemtliczebndci
réznych gatunkéw motyli, ad/wiajacych s¢ nektarem kwiatowym z-gatunkow rélin
rosmcych na 4ce. Kady gatunek motylizeruje na swoim ulubionym gatunku slo
kwiatowych, wec nie konkurwyg miedzy sola o pazywienie. Czy mana zatem oczekiwaze
zmienne losowe reprezenjag liczebnéci poszczegolinych gatunkéw motyli siezalene?
Tak, ale gdy przyjmiemyze rozwaamy rozktad warunkowy wzgllem ustalonej (danej)
obfitosci (ilos¢) roslin  kwiatowych. Liczebné tych ostatnich mee by dodatnio
skorelowana, gdy étiny konkurup ze solg o dos¢p do staica, wody i mineratéw zawartych
w glebie. W innym przypadku, na wskutek dziataniaymmikéw atmosferycznych
(pogodowych) liczebr@i kwiatow i owocow ranych gatunkéw rédin sg skorelowane
dodatnio. Zatem zmienna reprezentuje m. in. warunki pogodowe i konkureno$4 miedzy
poszczegolnymi gatunkami don. Te czynniki srodowiskowe § zwigzane wycznie z
miejscemzycia motyli i fagcznie oddziaty na przegitne liczebnéci wszystkich badanych
gatunkéw. Taka hierarchiczna zates¢ maze wigc by opisana modelem przywotanym
powyzej. Na gruncie ekonomii istnigj analogiczne przyktady, np. dotycz liczby
przyjetych studentéw na | rok studiowadych uczelni. W wybranym mieie, np. Krakowie,
znajdup si¢ szkoty wyzsze o odmiennym profilu, tj. technicznym, ekonomign, rolniczym,
humanistycznym, teologicznym i artystycznym. Zahy, ze studiowanie na kaej z tych
uczelni jest tak samo trudne. Uczelnie te nie koajsuze sob, gdyz ksztalg i przygotowuj
studentow do pracy w #zaych zawodach. Jednak sumaryczna liczba kandydatow na studia
wyzsze silnie zaley od liczby maturzystow w danym roku szkolnym.zNalbo wy:
demograficzny dotyka wszystkie szkoty i uczelnie ezgkdu na profil. Ponadto, istnigj
czynniki spoteczne, ktore wptywgj na zainteresowania miodych ludzi oltomymi
kierunkami studiéw. Ggto g to moda, wptyw rodzicéw lub starszych kolegow,spektywa
dobrze platnej i interesagej pracy. W ostatnim dziesioleciu brak matematyki na maturze
mogt by barien wejscia na uczelnie techniczne. Te ukryte czynniki egpntowane przez
skorelowane skiadnikix mag wptyw na liczle nowoprzygtych studentow na poszczegolne
uczelnie o ranym profilu. Zatem badane zjawisko naleozwaza¢ tacznie, a nie osobno dla
kazdej ze szkdt akademickich.

Zastosowanie powgzego modelu w ekonomice zdrowia zaprezentowaRiBhahn i
in. [2003]. Analizowali oni liczb wizyt u lekarza i okres pobytu w szpitalu (przynajej

jedmg doke) w przypadku niemieckich gospodarstw domowych tada 1984-1995. Z kolei
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S. Chib 1 in. [1998] wykorzystaligtkonstrukcg do budowy modelu dla danych panelowych
ze skorelowanymi efektami losowymi. Przedmiotemaadalyta liczba patentow zgtoszonych
przez firmy amerykiaskie w latach 1975-1979. Chib i Winkelmann [200Halkzowali
natomiast popyt na ustugi medyczne w przypadku asédszych. Badali rozkiad liczby wizyt
pacjentow m.in. u lekarza w przychodni, szpitaluwi izbie pogotowia ratunkowego.
Rozwaali model dla sz&iu zmiennych licznikowych. Kolejna aplikacja poisyego
modelu dotyczyta bezpieczgtwa komunikacji. J. Ma i in. [2008] zastosowali o analizy
liczby pieciu rodzajow wypadkéw drogowych nazriych odcinkach drég z dwoma pasami
ruchu poza terenem zabudowanym w stanie Waszyngtd#SA. Przyktadem badania z
zakresu marketingu w turystyce jest artykut J. stebma [2006]. Na podstawie ankiet
przeprowadzonych w szwedzkich gospodarstwach domlovipadat on zalos¢ miedzy
liczbg wycieczek a liczh wykupionych noclegéw podczas tych pagro

Niewatpliwg wady log-normalnego modelu Poissona jest niejawna postakiadu
prébkowego dla wektora obserwa¥ji Obecné¢ catki wielokrotnej we wzorze (5) powoduje
trudnaci estymacyjne. R. Riphahn i in. [2003] zastosowaliym celu klasyczne metody
catkowania numerycznego (kwadratury Gaussa—Hemdniie' Gaussa—Legendre'a), aby
nastpnie procedu quasi—Newtona poszukanaksimow funkcji wiarygodrizi. J. Hellstrom
[2006] wykorzystat symulacyjpn metod najwickszej wiarygodnéci (ang. simulated
maximum likelihood

Naturalnym pod&giem do estymacji modelu hierarchicznego jest wkoesnie
bayesowskie. Chib i in. [1998] oraz Chib i Winkelma[2001] zaproponowali bayesovask
estymagg tej klasy modeli z wykorzystaniem nadzi MCMC (ang.Markov Chain Monte
Carlo). Pojawity st juz kolejne artykuty, w ktérych autorzy¢gjaja po te nargdzia estymacji

I wnioskowania statystycznego, zob. np. [Ma i id03].

Warunkowy model Poissona

Inne, prostsze podaie do konstrukcji modelu zmiennych licznikowychoponup
Berkhout i Plug [2004]. Rozwali warunkowy model Poissona dla dwdéch skorelowanyc
zmiennych skokowych. Konstrukcja ta dopuszcza ujemak i i dodatny korelacg przy
zachowaniu prostoty i elegancji. Niedh i Y, beda zaleznymi zmiennymi skokowymi. Ich
rozktad hczny mana przedstawi jako iloczyn rozktadu warunkowego i brzegowego. W

przypadku dwoch zmiennych rozigany dwa modele statystyczne

Pr(Yl =YY, = yz) = Oy, (3/1|y2)ﬂll\(2 (yz)’ (8)
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PrY, = v, Y, = ¥,) = O (Vale) T8y, (1) (9)

Oba modele niegsrownowane, a zamiana numerow zmiennych nie prowadzi doywiania
rownowanych konstrukcji statystycznych. Zaumay, ze wraz ze wzrostem liczby
zmiennych skokowych #nie liczba maliwych dekompozycji rozktaduatznego, ktéra z
kolei jest rowna liczbie permutacji zbioru zémego ze numeréw tych zmiennych. W
przypadku wektoram zmiennych otrzymamym! modeli statystycznych. Na gruncie
klasycznym (niebayesowskim) mmto rodzé problemy z wyborem modelu, ktéry najlepiej
opisuje badane zjawisko.

Przejdmy do przedstawienia, za artykutem Berkhouta i RIUGO004], zataen
dotyczcych specyfikacji rozktadow brzegowego i warunkoweagaz wynikajcych z tego
charakterystyk opisagych badane zjawisko, tj. wagtm oczekiwanych, wariancji i korelacji
zmiennych w rozktadziegeéznym. Rozkiad brzegowy dla jednej ze zmiennychotyserwacii

Yy, jest jednowymiarowym rozkiadem Poissona z pareamet;;

AL %exp(- Aa)dA,)", gdzie A, =explx B). (10)

u
Kluczowg kwesty jest okrélenie rozktadu dla drugiej zmiennéf, pod warunkiem
zaobserwowanid; (Yu=VYu), 0 ktdrym przyjmuje si ze take jest rozkladem Poissona z
parametremi,. Parametr ten jestggta zmienry losowg (jak w przypadku nieskmzonych
mieszanek), bo jest funkcgmiennejY,;. Berkhout i Plug [2004] przyii, ze wspomniany
rozktad warunkowy dl&:, ma posta

1 .
9(yealya) = Fexp(- Ao)A,)", gdzie A, = exp(x, (B, +a O, ). (11)

t2

Z powyzszego rOwnania wynikaze parametra odgrywa kluczow rolg, gdyz jest
odpowiedzialny za korelagj Znak tego parametru okta znak wspotczynnika korelacji
migcdzy obiema zmiennymi. Zauvay, ze taka konstrukcja rozktadycznego zaktadaze
rozkiad brzegowy zmienney;; jest standardowym rozktadem Poissona, acwwartG¢
oczekiwana i wariancjagssobie rowne. Powgzy model jest konstrukgj ktora nie traktuje
obu zmiennych symetrycznie. M®to by postrzegane jako wada.

W przypadku modelu statystycznego ckoaeego przez funkcje prawdopodobstwa
(10) i (11) Berkhout i Plug [2004] podali formputomentu silniowego dlaé¢znego rozktadu
zmiennej dwuwymiarowejy=[Y1 Y,]. Pozwolito to na wyznaczenie z rozkladacznego

charakterystyk brzegowego rozktadu zmienwvigj wspotczynnika korelacji ngdzy Y1 i Yo.

9
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Wektor wartdci oczekiwanych zmiennej dwuwymiarowej Y skiada gi nasgpujacych

elementow
E(Y) = Ay 12)
E(Y,.) = explA, Hexrla) -1)) explx, 05, )

Wariancje zmiennyclY1 i Y, wynosz odpowiednio
var(,)= A, 13

Var(¥,) = E(.) + E(%.) dexe{, texda) -17)-1)
Zauwamy, ze skoroAy > 0, to wariancja zmienney, jest zawsze wksza od jej warteci

oczekiwanej, Var(Y,)> E(Y,,). Natomiast kluczow charakterystylk zaleznosci miedzy

obiema zmiennymi — korelac} opisuje porisza formuta

corr(Y,,Y,,) = A CE(Y,) e 1) : (14)
War(Y,) var(Y,,)
Znak wspoéitczynnika korelacji zal¢ od parametrua. Gdy a jest dodatnie (ujemne), to
korelacja jest tale dodatnia (ujemna). Oczysgie przypadeka=0 oznaczaze kowariancja
(licznik wzoru (14)) wynosi zero, Wt obie zmienne losowe sieskorelowane i niezalpe.

W odr@nieniu do modelu mieszanki estymacja warunkowegalefwo Poissona nie
wymaga wyrafinowanych metod. Berkhout i Plug [20@4proponowali metadnajwickszej
wiarygodndci. Podali analityczne formuty réwnalefiniujgce ten estymator. Jego wiasoo
asymptotyczne nie zostaly jeszcze zbadane. Anahgyenacierz drugich pochodnych utatwi
optymalizacgg numeryczg, ale wyznaczenie asymptotycznej macierzy kowajianc
estymatora MNW jest utrudnione. Z uwagi na brak eslygtzndci w traktowaniu obu
zmiennychY; i Y, pojawia s¢ problem wyboru modelu w kont&tte danych. Koncepcja

maximum maximorumjest nieformalnym rozwzaniem problemu wyboru gdzy

PV, = Y1, Y, = ¥,) = 0y (0Y2) 0, () @ PrY, = 1, Y, = v,) = 0y (valv2) o (1)

Berkhout i Plug [2004] zastosowali posszy model w celu zdiagnozowania sposobu
spedzania wolnego czasu przez miesm@v Holandii. Analiz objto uczestnictwo w
wydarzeniach kulturalnych (wizyty w teatrze lub ikin na koncertach) oraz wizyty w
miejscach atrakcyjnych turystycznie (np. w zoo, kparrozrywki, w ekspozycjach).
Wspomniany model nie znalazt jeszcze szerszegosastnia w rzeczywistych badaniach.
Jedny z tych nielicznych aplikacji zaprezentowano w @praaniu Polasik i in. [2011], ktore

przedstawia badanie substytucji eary liczly transakcji gotowk i karta bankow w
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ptatncgciach detalicznych na podstawie danych z polskiegiku. Dalsze uogdlnienia
metodologiczne g prezentowane w artykutach: J. Osiewalski (2012)zod. Marzec i J.
Osiewalski (2012).

5. Podsumowanie

Oba modele, model Poissona log-normalny i warunkomodel Poissona pozwadaj
analizow& zaleznosci o dodatnim i ujemnym skorelowaniu. Pierwszemuznao nada
interpretacgg w kategoriach obserwowanego zjawiska, drugi stanewtacznie artefakt.
Model mieszanki w naturalny sposob opisuje zabéci migdzy wieloma zmiennymi
endogenicznymi, ale jest trudny w estymacji. Prgp@ Berkhouta i Pluga jest z kolei
prostsza, ale za cenrestrykcji dotyczcych wilasnéci rozktadu jednej ze zmiennych.
Jednake uogolnienie modelu warunkowego, tj. rozszerzeaig@rzypadek wielu zmiennych,
jest maliwe, ale rodzi komplikacje. Obie konstrukcje snodelami wzgjdem siebie
niezagniedzonymi, co na gruncie niebayesowskim utrudnia icktawanie. Estymacja
parametrow i wzajemne testowanie obu modeli jestlime w ujeciu bayesowskim, co

bedzie przedmiotem dalszych, pelionych bada.
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Wybrane dwuwymiar owe modele
dla zmiennych licznikowych w ekonomii
Streszczenie

Gtownym celem niniejszego artykutu jest prezentaejgbranych modeli dla
dwuwymiarowych zmiennych licznikowych. Omawiargp®dstawowe problemy zgaane z
whasnagciami standardowego dwuwymiarowego rozktadu Poiasétory zaktada wykcznie
dodatny korelacg. Nastpnie przedstawia sikonstrukcg, poréwnuje si zalety i wady
dwoch innych modeli, ktére uwzginiajg zarowno dodatgi jak i ujemmny korelacg, tj.
modelu Poissona log-normalnego i warunkowego modRissona. Prezentujeesiakze
wybrane praktyczne zastosowania ty&lmodeli w ekonomii.

Stowa kluczowe: dwuwymiarowe modele regresji Paisso skorelowane zmienne

licznikowe, rozktad Poissona log-normalny, warunkawodel Poissona.

Title
A bivariate count data modelsin the economics

Summary

This paper presents an overview of the selectedribie count data regressions. We
describe the properties of the standard bivariaiss®n distribution and we draw attention
that the main limitation of this model is that #sames only positive correlation between two
count variables. Next two alternative approach $arislognormal model and conditional
Poisson model are presented. We discuss someiohthats and compare the properties of
each of the two models which allow for a flexibl@melation structure, i. e. both negative and
positive value of the correlation coefficient. Maayamples demonstrate that one can use

these models in various economics areas.

Key words: bivariate Poisson regression modelsretated count variables, Poisson

lognormal distribution, conditional Poisson model.
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