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Mysl przewodnia

— Jak ocenic to, na ile dobrze model regresji jest dopasowany do danych (na podstawie ktérych zostat

oszacowany). Jak to zmierzy¢? Za pomocg jakich miernikdw? Jak je zinterpretowac? Jakie majg wady
(ograniczenia)?



Mierniki dopasowania — wykaz i nazewnictwo

» Cztery podstawowe mierniki:
e s —odchylenie resztowe (ang. residual standard deviation)

e V. —wspotczynnik zmiennosci resztowej (ang. residual coefficient of variation)

e 2 —wspodiczynnik zbieznosci (ang. fraction of variance unexplained, FVU)

e R? —wspdtczynnik determinacji (ang. coefficient of determination)

- Wszystkie w zasadzie bazujg w jakiejs mierze na sumie kwadratow reszt, czyli

— T A2 _ Al A
SSE = t=1 & = & ,
ZapiS Skalarny Zapis macierzowy

gdzie: “SSE” jest skrotem anglojezycznego zwrotu Sum of Squared Errors, € =y — y jest T-elementowa
kolumng reszt, y = X[? jest T-elementowg kolumng wartosci wartosci teoretycznych. Nieformalnie (ale
za to bardzo intuicyjnie :) rzecz ujmujac: im mniejsza SSE (ktére mierzy sumaryczng odlegtos¢ punktéw
danych od dopasowanej prostej), tym lepsze dopasowanie:
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11l Bardzo wazna uwaga !!!

Ogdlnie, zmienng objasniang (a scislej, jej pojedynczg wartosc¢ o nr t) oznaczamy symbolem y; (to nie
nowos$¢). ALE we wszystkich ponizszych rozwazaniach musimy pamietac, ze pod terminem / oznaczeniem
zmiennej objasnianej mozemy rozumiec¢ — w zaleznosci od specyfikacji modelu — pewng zmienng
ekonomiczng (np. przychody ze sprzedazy, np. w tysigcach zt) ALBO jej logarytm. Jesli wspomniane
przychody ze sprzedazy oznaczymy jako S; (ang. sales), wowczas:

e W pierwszym przypadku (tj. gdy y; jest bezposrednio zmienng ekonomiczng) zapiszemy y; = S;
—> tym samym y, jest wyrazony w tej samej co S; jednostce, czyli w tysigcach zt.

e W drugim przypadku (tj. gdy y; jest logarytmem zmiennej ekonomicznej) zapiszemy y; = In S;
- jednostka y; jest wtedy logarytm jednostki zmiennej S;, czyli logarytm tysiaca zt (jakkolwiek
dziwnie to brzmi :)

Podsumowujac, “samo” y; oznacza zawsze zmienng objasnianq (i zarazem wartosci tejze), a tg ostatnig
moze by¢ pewna zmienna ekonomiczna lub jej logarytm. W kontekscie oceny dopasowania modelu regresiji
do danych ma to o tyle znaczenie, ze w tym drugim przypadku oceniamy, w istocie, dopasowanie modelu
regresji do wartosci bedacych logarytmem oryginalnej zmiennej ekonomicznej (a nie do wartosci samej
zmiennej ekonomicznej). Bedzie to musiato by¢ uwzglednione na etapie interpretacji wartosci obliczanych
miernikdw, o czym podzniej...

Uwaga przy okazji: zapis “A = B” (relacja rownowaznosci) nalezy czytac: “A jest tym samym, co B”




Mierniki dopasowania: odchylenie resztowe, s

» Formuta: S = \/S_z,
gdzie s?—wariancja resztowa (ang. residual variance): s? = ﬁSSE
» Uwagi:

1) s? i s niosa, w zasadzie, te samg informacje — o wielkosci rozproszenia reszt, czyli rozrzucie
wartosci empirycznych (in.: zaobserwowanych) zmiennej objasnianej (y;) wokot dopasowanej
ptaszczyzny MNK (w przypadku tylko K = 1 zmiennej objasniajgcej: ptaszczyzna = prosta)

2) s2 nie posiada jednak interpretacji, gdyz wyrazona jest w kwadracie jednostki zm. objaénianej

3) s —zauwazmy — jest wyrazone w tej samej jednostce co y;

4)s — to przecietha rdéznica (wyrazona w jednostkach zmiennej objasnianej) pomiedzy
zaobserwowanymi (in.: empirycznymi, y,) a teoretycznymi (wynikajagcymi z oszacowanego
modelu, y;) warto$ciami zmiennej objasnianej

5) Model jest tym lepiej dopasowany do danych, im nizsza warto$¢ s; ponadto, s > 0 (zawsze)

6) s jest wielkoscig mianowang (patrz uwaga nr 3), wiec nie wiemy jednak, czy np. s = 1000 zf to
duzo czy mato = chcemy “uwolni¢” s od jednostki, poprzez rozwazenie jakiegos relatywnego
miernika — takiego, w ktorym s bytoby odniesione do jakiejs “typowej” wartosci zmiennej
objasnianej, rowniez wyrazonej w tej samej co s jednostce, przez to jednostki obydwu wielkosci
sie skroca. Zwykle za tg “typowa”, najbardziej reprezentatywng wartos¢ zmiennej objasnianej
przyjmuje sie srednig arytmetyczng jej wartosci empirycznych, tj. y =% 1V Stad kolejny
miernik: wspotczynnik zmiennosci resztowej — patrz kolejny slajd.



Mierniki dopasowania: wspotczynnik zmiennosci resztowej, V.

> Formufa: V, = ﬁ 100,

y = T {=1 y; (Srednia arytmetyczna z wartosci zmiennej objasnianej — czy jest nig pewna zmienna
ekonomiczna czy tez jej logarytm); modut —w celu unikniecia jej potencjalnie ujemnych wartosci
» Uwagi:

1) V. jest wielkoscig niemianowang, wyrazong w procentach (dzieki czynnikowi “100” we wzorze),
choc nieograniczong od géry wartoscig 100% (s moze by¢ wieksze od |y|)

2) V., — zgodnie ze swoim wzorem - informuje o tym, ile procent S$redniej arytmetycznej
zaobserwowanych wartosci zmiennej objasnianej stanowi odchylenie resztowe; zwykle jego
interpretacje “dotacza sie” do tej formutowanej dla odchylenia resztowego, jako jej kontynuacje,
w tym samym zdaniu (przyktady znajdziesz pod koniec tego materiatu)

3) Model jest tym lepiej dopasowany do danych, im nizsza wartos¢ V,; ponadto, V, > 0 (zawsze)

4) Przyjmuje sie — choé czysto arbitralnie(!) — nastepujgcg skale pozwalajacg okresli¢ jakos¢
dopasowania modelu do danych za pomoca V:

= V. <10% - model bardzo dobrze dopasowany do danych
= 10% <V, <20% - model dobrze dopasowany do danych

= 20% <V, <30% - model przecietnie dopasowany do danych

= 30% <V, - model stabo dopasowany do danych

Powtdrzmy jednak, ze poszczegdlne progi w tej skali sg tylko umowne (arbitralne)...



Mierniki dopasowania: wspétczynnik zbieznosci, ¢?; wspétczynnik determinacji, R*

> Wprowadzenie: Jezeli w modelu regresji liniowej wystepuje wyraz wolny (czyli praktycznie zawsze'),
wowczas mozna dowies¢ prawdziwosci nastepujgcej tozsamosci:

T _=\2 T (& _ 5)\2 T _5\2 *
Ye=1e —¥)* = X210 —¥) + 2= — Pe) ) (*)
catkowita zmiennosé zmienno$é wyjasniona  zmienno$é NIEwyjasniona
zm. objasnianej za pomoca modelu za pomoca modelu

przy czym:

e YI' (v, — ¥)? — utozsamia catkowita zmienno$¢ empirycznych wartosci zm. objasnianej (ktéra to
zmiennos¢ chcemy wyjasnié¢, wychwycié¢ za pomocg modelu regres;ji); wyrazenie to — zauwazmy —
jest “trzonem” wzoru na wariancje (podstawowa miara zmiennosci/rozrzutu) z préby zmiennej y;

e > (9, — ¥)? — utozsamia catkowita zmienno$é¢ / rozrzut wartosci teoretycznych zm.
objasnianej wokdt sredniej arytmetycznej wartosci empirycznych; mozna zatem powiedzied, ze
jest to ta czes¢ (chod jeszcze nie w postaci utamku) zmiennoSci wartosci empirycznych zm.
objasnianej, ktdra zostata “wychwycona”/wyjasniona w ramach oszacowanego modelu

e YT . (y: — V)% = (zauwazmy) = Y.I_, €2 = SSE — czyli suma kwadratéw reszt; utozsamia
catkowitg zmiennosé reszt, czyli roznic pomiedzy empirycznymi a teoretycznymi wartosSciami zm.
objasnianej; mozna zatem powiedzieé, ze jest to ta czesé (choé jeszcze nie w postaci utamku)
zmiennos$ci wartosci empirycznych zm. objasnianej, ktéra NIE zostata “wychwycona”/wyjasniona
w ramach oszacowanego modelu

! Wyraz wolny praktycznie zawsze powinien by¢ obecny w modelu regresji liniowej. Istnieje po temu kilka powodoéw,

m.in. ten, Zze pominiecie wyrazu wolnego moze skutkowac obcigzeniem (,,nietrafnoscig”) ocen pozostatych parametréow.
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Mierniki dopasowania: wspétczynnik zbieznosci, ¢?; wspétczynnik determinacji, R*

» Dzielgc obydwie strony tozsamosci (*) (patrz poprzednia strona) przez wyrazenie po lewej stronie,

otrzymujemy:
1 = 21751=1(37t —¥)? N Z=1(Yt — 9)?
?:1(% —¥)? Zgﬂ()& —y)*
R2 (p'z
> Zatem: R+ @ =1 i R?€][0,1], ¢?*€][0,1]

> R? — informuje, jaka czeé¢ (w %, po przemnozeniu przez czynnik 100) zaobserwowanej zmiennosci
zmiennej objasnianej (czyli zmiennosci jej wartosci empirycznych) zostata wyjasniona w ramach
oszacowanego modelu

— Im wyisza (blizsza 1) warto$é R?, tym model jest lepiej dopasowany do danych

> @? — informuje, jaka cze$é (w %, po przemnozeniu przez czynnik 100) zaobserwowanej zmiennosci
zmiennej objasniane] (czyli zmiennosci jej wartosci empirycznych) NIE zostata wyjasniona w ramach
oszacowanego modelu

— Im nizsza (blizsza 0) warto$¢ @2, tym model lepiej dopasowany do danych



Mierniki dopasowania: przykfady

Przyktad 1. Rozwazmy pewien model:

E, = —342+ 7,11, + 27,3H, + &,

oszacowany na podstawie 10 gospodarstw domowych, celem modelowania wielkosci miesiecznych ich
wydatkdéw na transport (zmienna E;, w zt/osobe w g.d.) w zaleznosci od wielkosci miesiecznych dochodéw
gospodarstwa domowego (zmienna I, w setkach zt / osobe w g.d.) i typu gospodarstwa: zmienna H; typu
0-1, przy czym H; = 1 dla gospodarstw pracowniczych, zas H; = 0 dla gospodarstw emerytdw i rencistow.
Celem oceny dobroci dopasowania rozwazanego modelu do danych obliczono wartosci stosownych
miernikdw i otrzymano wyniki: s = 15,29 (€ Pytanie: jaka jest jednostka?); V. = 5,67%; R* = 0,78;

@2 = 0,22 (Przypomnijmy: zachodzi R? + ¢? = 1, gdyz w modelu wystepuje wyraz wolny — jego ocena to
Bo = —34,2).

Interpretacje: (bierzemy tu pod uwage konkretne znaczenie zmiennej objasnianej, ktora jest tu y, = E})

o s =15,29; V., = 5,67% (obydwie wartosci interpretujemy razem, w jednym zdaniu):
Zaobserwowane wartosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na transport réznig sie od
ich wartosci teoretycznych przecietnie o +15,29 zt/os. w g.d. [do tego miejsca mamy interpretacje s;
dalsza czesc zdania dotyczy V], co stanowi 5,67% Sredniej arytmetycznej zaobserwowanych wartosci
tych wydatkow.

Ponadto, z uwagi na to, ze I, < 10% mozemy stwierdzi¢, ze rozwazany model charakteryzuje sie
bardzo dobrym dopasowaniem do danych.



Mierniki dopasowania: przyktady interpretacji

Przykiad 1. - c.d.

e R? = 0,78 (w dwdch réwnowaznych brzmieniach — do wyboru):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 78%.

- Wersja 2: 78% catkowitej zmiennosci wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw domowych na
transport zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.

e 9?2 =1— R? = 0,22 (analogicznie jak wspdtczynnik determinaciji, tyle tylko, ze dopisujac ,nie”...):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport NIE zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 22%.

- Wersja 2: 22% catkowitej zmiennosci wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport NIE zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.
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Mierniki dopasowania: przyktady interpretacji

Przyktad 2. Przykfad ten stanowi subtelng (acz znaczaca :) modyfikacje poprzedniego, przy czym psikus
polega na tym, ze tu zmienng objasniang jest logarytm owe] wielkosci miesiecznych wydatkéw
gospodarstw domowych na transport:

InE;, =-34,2+7,11; + 27,3H; + &;.

Zatdézmy, ze wszystkie wyniki pozostajg bez zmian (Pytanie: w jakiej jednostce jest teraz s = 15,297?). Jak
logarytmiczna postac zmiennej objasnianej (y; = In E;) rzutuje na brzmienie poszczegdlnych interpretac;ji?

Interpretacje:

e s =15,29; V. = 5,67% (interpretujemy razem, w jednym zdaniu):
Zaobserwowane wartosci logarytmu miesiecznych wydatkow gospodarstw domowych na transport
réznig sie od ich wartosci teoretycznych przecietnie o £15,29 logarytmu zt/os. w g.d. [do tego miejsca
mamy interpretacje s; dalsza czes¢ zdania dotyczy V;], co stanowi 5,67% sredniej arytmetyczne;j
zaobserwowanych wartosci logarytmu tych wydatkéw.

Ponadto, z uwagi na to, ze I, < 10% mozemy stwierdzi¢, ze rozwazany model charakteryzuje sie
bardzo dobrym dopasowaniem.

11



Mierniki dopasowania: przyktady interpretacji

Przykiad 2. - c.d.

e R? = 0,78 (w dwdch réwnowaznych brzmieniach — do wyboru):

- Wersja 1: Catkowita zmiennosc¢ logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw
domowych na transport zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 78%.

- Wersja 2: 78% catkowitej zmiennosci logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw
domowych na transport zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.

e 9?2 =1— R? = 0,22 (analogicznie jak wspdtczynnik determinaciji, tyle tylko, ze dopisujac ,nie”...):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw
domowych na transport NIE zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 22%.

- Wersja 2: 22% catkowitej zmiennosci logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw
domowych na transport NIE zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.
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Uwagi koncowe, czyli zauwazmy jednak, ze...

» Wszystkie cztery mierniki sg oparte na sumie kwadratéw reszt (SSE) — im jest ona nizsza, tym na lepsze
dopasowanie modelu one wskazuja (nizsze wartosci przyjmuja: s, V. i 92, za$ R? — wyizsz3), i jest to jak
najbardziej zgodne z intuicjg (patrz wykresy z poczatku prezentacji). Pozornie wszystko jest z tym w
porzadku, poza jednym szczegdtem... Otdz mozna pokazad, ze wigczajagc do modelu regresji kolejng,
dowolng zmienng objasniajgcg (nawet nie majgcg totalnie zadnego zwigzku z modelowanym
zjawiskiem) suma kwadratow reszt zmaleje (mniej lub bardziej, ALE zmaleje). Co to oznacza w
praktyce? Oznacza to, ze mierniki te — same w sobie — nie nadajg sie do rozwigzania innego, waznego
problemu w modelach regresji: doboru zmiennych objasniajgcych do modelu, poniewaz dodajgc
nawet “byle jakie” zmienne mierniki te zawsze bedg wskazywaty na poprawe dopasowania... (Nie ich
wina :)) Zatem mozna by “ponawrzucaé¢ wszelkiego barachfa” do modelu tylko po to, by uzyskaé R?
praktycznie rowne 1 (co oczywiscie bytoby szczytem statystycznej przewrotnosci ;), tyle tylko, ze ten
model nie dawatby sie do niczego, poniewaz:

a) poniewaz wysoka liczba parametrow podlegajgcych estymacji skutkuje znaczagcym wzrostem jej
niepewnosci (ta sama liczba obserwacji przypadajgca na estymacje wiekszej liczby parametrow z
reguty skutkuje wzrostem wartosci btedéw srednich szacunku); z kolei duza niepewnos¢ estymaciji
parametrow przektada sie na duzg niepewnos$¢ wnioskowania o zaleznosciach pomiedzy zm.
objasniang a objasniajgcymi, jak i duzg niepewnos¢ prognoz uzyskanych za pomocg takiego modelu

b) po drugie, duza liczba parametréw przyczynia sie do zwiekszenia “elastycznosci” modelu (troche jak
w przypadku funkcji wielomianowych: im wyzszy stopien wielomianu, tym bardziej “gietki” wykres
funkcji). W przypadku “nadmiernej elastycznosci” modelu, moze sie okaza¢, ze dopasowujemy sie nim
do zaktdocen losowych, do tego, co raczej przypadkowe, co przynalezy do sktadnika losowego. To tzw.

problem nadmiernego dopasowania / przeuczenia / przetrenowania modelu (ang. model overfitting).
13



Uwagi koncowe, czyli zauwazmy jednak, ze...

» S3 na to pewne remedia — pewne alternatywne mierniki, w ktérych na ogdlne dopasowanie (jakos¢)
modelu sktadajg sie dwa elementy: stricte dopasowanie modelu do danych (mierzone np. wtasnie
suma kwadratéw reszt), i dodatkowo takze “cena” uzyskania tego dopasowania, rosngca wraz z liczbg
szacowanych parametrow. Ta “cena” (“kara”) za kazdy parametr modelu jest tak ujeta w mierniku, ze
jesli wprowadzenie dodatkowej zmiennej objasniajgcej do modelu (zawsze skutkujgce kolejnym
parametrem) nie prowadzi do stosownie wysokiego spadku sumy kwadratéw reszt (takiego, ktéry
przewazytby “cene” za jej wprowadzenie), woéwczas mierniki te wskazg ogdlne pogorszenie (a nie
polepszenie) dopasowania.

> Jednym z takich miernikdw jest tzw. skorygowany wspétczynnik determinacji (ang. adjusted R?),
zwykle oznaczany jako Rg,; lub R?, i idefiniowany wzorem:

RZ —1_ Z=1(yt_yt)2_T_1:1_(1_R2)_u
- T Ge—9? T—k T—k
(p'z

(UWAGA: ostatni czynnik — ten z “n-ami” — przemnaza tylko @2, a nie cate wyrazenie 1 — @?). W
odréznieniu od “klasycznych” miernikéw, skorygowany R? moze byé wykorzystywany do wyboru
modelu sposrdd specyfikacji réznigcych sie liczbg zmiennych objasniajgcych. Jego “wadg” jest jednak
to, ze moze przyjmowac wartosci ujemne (czyli nie jest unormowany tak, jak “zwykty” R?), wiec raczej
nie poddaje sie interpretacji.

» Obecnie najszerzej stosowang grupa miernikdw wykorzystywanych w problemie wyboru zmiennych
objasniajgcych do modelu sg tzw. kryteria informacyjne, np. kryterium Akaike, kryterium Schwarza

(zwane takze bayesowskim kryterium informacyjnym), i in. Omoéwimy je przy innej okazji...
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