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Wstep

» W praktyce bardzo czesto modele regresji liniowej buduje sie nie tyle bezposrednio dla zmiennej
ekonomicznej (w charakterze zmiennej objasnianej), co dla jej logarytmu, przy czym poszczegdlne
zmienne objasniajgce mogg wystepowaé badZz w swojej oryginalnej (niezlogarytmowanej) postaci,
badZz — podobnie jak zmienna objasniana — zlogarytmowane. Przyktadem jest tzw. model funkcji
produkcji Cobba-Douglasa (znany z mikroekonomii :)

InQ; =po+pf1InC + frInL; + &, (1)
gdzie Q; oznacza wielkos¢ produkcji (np. w réznych przedsiebiorstwach z danej branzy, t =1, ..., T),
zas Cy i Ly s3 dwoma gtéwnymi czynnikami produkcji: C; — wielkos$¢ naktadu kapitatu, L; — wielkos¢
nakfadu pracy. W istocie, powyzszy model wywodzi sie z teorii ekonomii, gdzie oryginalnie przyjmuje
postac potegowg:
Qc = aoCl L 2e®, (2)
przy czym a, = ePo.

Zauwazmy jednak, ze ten ostatni NIE spetnia 1. zatozenia KM(N)RL — z dwéch powodow:

a) po pierwsze, sktadnik losowy NIE wystepuje w postaci addytywnej (czyli ,,+&;”), aw
multiplikatywnej (,,razy e®t”);

b) po drugie, czes¢ systematyczna (inaczej: deterministyczna) modelu, tj. fragment aOCtﬁlsz, NIE jest
LINIOWA funkcjg parametrow

= W zwigzku z powyzszym, modelu (2) NIE da sie zapisa¢ w postaci y; = x; + &, wiec — powtdrzmy
— zatozenie 1 KM(N)RL NIE jest spetnione, wobec czego modelu (2) NIE da sie bezposrednio oszacowac
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Wstep

» Zauwazmy jednak, ze model (1):

e otrzymujemy poprzez zlogarytmowanie ,wyjsciowe]” specyfikacji modelu, tj. réwnania (2)
(przyjmujgc dodatkowo Sy = In a;)

e spetnia 1. zatozenie KM(N)RL:
a) ma addytywny skfadnik losowy;

b) czes¢ systematyczna modelu, tj. fragment Sy + f;InC; + B, InL;, owszem JEST LINIOWA
funkcjg parametréow

- Wobec powyzszego rownanie (1) da sie zapisa¢ w postaci odpowiadajgcej 1. zatozeniu KM(N)RL, tj.
Ve = X+ &:

- W zwigzku z tym — o ile modelu (2) NIE da sie oszacowac za pomocg MNK — o tyle model (1) juz tak.

Zatem o modelu postaci (2) powiemy, ze jest sprowadzalny do postaci liniowej. To nas prowadzi juz do
ogdlnych rozwazan, zamieszczonych ponizej, a dotyczgcych dwoch gtéwnych postaci modeli: potegowej i
wyktadniczej, ktére choc pierwotnie NIE spetniajg 1. zatozenia KM(N)RL (wiec MNK nie daje sie do nich
bezposrednio zastosowac), tak jednak w wyniku transformacji logarytmicznej — juz tak (i estymacja za
pomocg MNK jest juz mozliwa).



Model potegowy

» Niech A; € R, (tj. A; > 0) oznacza pewng zmienng ekonomiczng, ktérej zmiennos¢ chcemy wyjasnié
za pomocg zmiennych objasniajagcych Z;; € R (tj. Z; > 0).

» Model potegowy:

Ay = agZbizl2 | 7Pk et

- Powyizsze réwnanie nie spetnia zatozenia 1 KMNRL, gdyz: i) sktadnik losowy nie jest addytywny,
i) czes¢ deterministyczna modelu nie stanowi liniowej kombinacji parametréw izmiennych
objasniajacych. Wobec tego logarytmujemy wyjsciowe rownanie i reparametryzujemy Inay,
przyjmujac By = In ay (wszak dowolna funkcja parametru tez jest parametrem, czyli nieznang statg):

lnAt = ﬁo + ﬁl antl + ﬁz antz + -+ ﬁK antK + Et
—_—— ~———— ~——— ~—_————
Yt Xt1 Xt2 XtK

Tym samym model spetnia juz zatozenie 1 KMNRL (daje sie zapisa¢ w postaci y; = x;: + &).

- Terminy ,,zmienna objasniana” i ,zmienna objasniajgca” odnoszg sie do modelu ekonometrycznego,
a nie wyjsciowej (potegowej) specyfikacji, zatem sg tu nimi, odpowiednio, y; = In A; oraz x;; = In Z;.
dlnA¢
01lnZg;
logarytmu) wzgledem zmiennej Z;; (takze bez logarytmu). Wobec tego, ocene Bi interpretujemy tak:

> Zauwazimy, ze fB; = = Ely,|z,, a zatem f; jest elastycznoscig zmiennej A; (juz bez

Jezeli wartosc¢ zmiennej Z;; (€< bez logarytmu) bytaby wyzsza o 1% (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych Zyq, ..., Zy i1, Zt i41, -, Zg ), wowczas wartos¢ zmiennej A, bytaby wyzZsza
(B; > 0)/nizsza (B; < 0) przecietnie o |B;|%. (€ zapisano w module, bo w tym miejscu znak juz
pomijamy; wartosci (modutu) oceny parametru NIE przemnazamy juz przez 100%).




Model wyktadniczy

» Niech A; € R, oznacza pewng zmienng ekonomiczng, ktdrej zmiennos¢ chcemy wyjasnic¢ za pomoca
zmiennych objasniajacych Z;; € R (Z;; nie musi przyjmowac wartosci tylko w R, ).
» Model wyktadniczy:

A = aoalz“czzztz ...ai”‘esf
- Powyisze réwnanie nie spetnia zatozenia 1 KMNRL — z tych samych dwdch powodéw, co model
potegowy. Wobec tego logarytmujemy wyjsciowe rdéwnanie i reparametryzujemy Inaq; (i =
0,1, ...,K), przyjmujac 5; = In a;:
InA; =Bo+ P12y + 8222+ + Bx Zex + &
—— — — —
Yt Xt1 Xt2 XtK

Tym samym model spefnia juz zatozenie 1 KMNRL (daje sie zapisa¢ w postaci y; = x:0 + &).

- Terminy ,zmienna objasniana” i ,zmienna objasniajgca” odnoszg sie do modelu ekonometrycznego,
a nie wyjsciowej (potegowej) specyfikacji, zatem sg tu nimi, odpowiednio, y; = In A; oraz x;; = Z;;.



Model wyktadniczy
—> Jak interpretowac ocene parametru [5;, stojgcego przy danej zmiennej Z;; (i = 1, 2, ..., K)?

Zauwazmy, ze jezeli wartos¢ zmiennej Z;; wzrostaby o 1 swojg jednostke (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych objasniajgcych), to wartos¢ zmiennej objasnianej, In A;, zmieni sie przecietnie
o (wtasnie) ,[?l- (wzrosnie, gdy ﬁi > 0, lub spadnie, gdy Bi < 0). Jak zmiana In 4; o Bi przektada sie na
zmiane bezposrednio zmiennej ekonomicznej A;? Rozpiszmy to sobie:

InA; + ,éi =Ind4; + In eBi = ln(Ateﬁi)

Zatem zmiana InA; o f3; jest réwnoznaczna z eﬁi—krotng zmiang ,samego” A;. Poniewaz teraz
mowimy o relatywnej (multiplikatywnej) zmianie wartosci zmiennej A;, z reguty lepiej bedzie j3
wyrazi¢ w procentach. Przyktadowo, gdyby czynnik efi byt réwny 2, wdwczas A; 2 oznacza

dwukrotny wzrost A;, czyli wzrost o 100%. Podobnie, gdyby eﬁi = 0,7, wowczas A;+ 0,7 oznacza
spadek wartosci A; 0 30%. W ten sposéb mozemy zapisac¢ ogolnie, ze zmiana In 4; o ,5’,;, powodujgc

eﬁi-krotnq zmiang ,,samego” A;, powoduje wzrost/spadek wartosci A; przecietnie o (eﬁi — 1)100%.

Zauwazmy, Ze zawsze eBi > 0.z drugiej strony, gdy ,[;’l- > 0, wowczas (eﬁi — 1)100% > 0 (poniewaz

eBi > 1), natomiast przy ,@i < 0, wéwczas (eﬁi — 1)100% < 0 (poniewaz eBi e (0,1)). Oznacza to,

ze podobnie jak dotychczas — i zgodnie z intuicjg — znak oceny parametru informuje nas bezposrednio
o kierunku zmiany (wzroscie/spadku) wartosci zmiennej A;.



Model wyktadniczy

—> Podsumowujac, ocene parametru 5; w modelu wyktadniczym interpretujemy wedtug szablonu:

Jezeli wartos¢ zmiennej Z;; (€ bez logarytmu) bytaby wyzZsza o 1 jednostke (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych Ziq,...,Z¢;—1,Z¢i+1, -, Z1k), WOWczas wartos¢ zmiennej A, bytaby wyzisza (,@i >

0)/nizsza (,[?l- < 0) przecietnie o |(eﬁi — 1)100| %. (€< zapisano w module, bo w tym miejscu znak juz
pomijamy).




Model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjsciowej postaci) — trzy gtéwne powody:

1) W modelowaniu szeregdw czasowych — gdy chcemy uwzgledni¢ trend deterministyczny w modelu
(przyktadowo, w rownaniu In 4; = By + 1t + -+ + & zmienna czasowa t jest BEZ logarytmu):
o Gdy A; przejawia wzrost wykfadniczy, wowczas In A; charakteryzuje sie trendem liniowym
rysunek?

o Ze wzgledu na interpretacje oceny parametru przy trendzie — w powyzszym rownaniu, gdzie
zmienna t jest niezlogarytmowana, moglibysmy sformutowac interpretacje w stylu ,,Z okresu na
okres (przy ustalonych wartosciach pozostatych zmiennych objasniajgcych), wartos¢ zmiennej

A, wzrasta/spada (w zaleznosci od znaku B,) przecietnie o |(e/?i — 1)100| %.

—> Zauwazmy, ze gdyby zmienng t uwzgledni¢ w modelu w postaci zlogarytmowanej, tj. In A; =

Po + B1Int + -+ &, woéwczas parametr [5; bytby elastycznoscig A; wzgledem czasu, a zatem

poczatek interpretacji brzmiatby tak: ,Jezeli wartos¢ zmiennej czasowej wzrostaby o 1% (przy
47/ VAT ustalonych itd...) itd...”, co jest bardzo nieintuicyjne, bo co niby miatby oznacza¢ wzrost numeru
4 ‘ okresu o0 1%...?




Model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjSciowej postaci) — trzy gtéwne powody (c.d.):

2) Jezeli w modelu chcemy uwzgledni¢ jakis regresor bedacy zmienng ekonomiczng wyrazong w
procentach, np. stope bezrobocia, stope inflacji, stope procentowg — takze z powodu interpretacji
oceny stojgcego przy niej parametru. Jezeli NIE zlogarytmujemy takiej zmiennej, wowczas w
intepretacji bedziemy mogli mowié¢ o wzroscie jej wartosci o 1 punkt procentowy (np. wzrost stopy
bezrobocia z 10% do 11%). W przeciwnym razie, gdybysmy zlogarytmowali takg zmienng, wtedy
musielibySmy przejs¢ na interpretacje elastycznosciowg, ktdra jest raczej nieintuicyjna w
przypadku zmiennych wyjsciowo wyrazonych w procentach, gdyz wymagataby rozwazania wzrostu
takiej zmiennej dostownie o 1% (zamiast punktu procentowego), co oznacza koniecznosc
wyobrazenia sobie ,procentu z procentu”.
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Model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjSciowej postaci) — trzy gtébwne powody (c.d.):

3) Jezeli w modelu chcemy uwzglednic jakis regresor bedacy zmienng licznikowg, tj. przyjmujaca
(z reguty niewielkie) wartosci ze zbioru liczb naturalnych, np. liczba dzieci w rodzinie. Powodem,
dla ktorego takiej zmiennej rowniez nie poddajemy transformacji logarytmicznej jest znowu
kwestia interpretacji — gdyby w sytuacji zmiennej objasnianej w postaci zlogarytmowanej, zmienng
objasniajgcg licznikowg réwniez poddano logarytmizacji, wowczas parametr stojgcy przy tej
ostatniej bytby elastycznosciag. Wtedy moze okazaé sie ,nienaturalne” modwienie o 1%-wym
wzroscie owej zmiennej licznikowe] (bo np. c6z miatby oznacza¢ wzrost liczby dzieci w rodzinie
0 1%?77?:)
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Model potegowo-wyktadniczy (,,mieszany”)

» Model potegowo-wyktadniczy:

o Zmienna objasniana — w logarytmie

o Niektére zmienne objasniajgce — w logarytmie; pozostate — w swojej wyjsciowej postaci

— B1 7 B2 Pry Wi Wi Wik, e,
Ay =aopZZ,; ...ZtKla1 a, ..o e /In

Przyjmujac Inay = By orazlna; = Bg 4; (dlai = 1,2, ..., K;), otrzymujemy:

InA; =po+B1InZyy + Bx, InZig, + Br41 Wer + - Br+x, Wik, + &
—— N o’ N > N ——

Yt Xt1 XtK4 Xt,Kq1+1 Xt,K1+K>
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Model potegowo-wyktadniczy — estymacja
Przypomnijmy

InA; =po+B1InZyy + Bxg, InZig, + Br,41 Wer + - Br+x, Wik, + &
—— —_—— - 1 —— ——%

Yt Xt1 XtKq Xt,Kq1+1 Xt,K1+K>o

Powyzszy model spetfnia juz 1. zatozenie KMNLR (posiada addytywny sktadnik losowy, zas czes¢
systematyczna jest liniowa wzgledem parametréw). Zatem:

1) Da sie zapisa¢ w ogdlnej postaci:
Ve = Bo + B1xer + BaXez + -+ PrXeg + &
gdzie:
e K =K; + K, (liczba parametrow BEZ wyrazu wolnego, ,); k = K + 1 (... i Z wyrazem wolnym)
v = InA;
Xe; =InZy dla i=1,...,K;
o x;; =W, dla i=K;, +1,...,K; + K,

2) jego parametry mozemy oszacowac za pomocg MNK: £ = (X'X)~1X"y, przy czym:

[InA;T 1 InZy .o Wig,]
y = IUEAZ ’ X = 1 ln:Zm WZ:,KZ
_ln AT— _1 In ZTl WT:KZ-

(Txk)
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

Ogodlnie, zmienng objasniang (a scislej, jej pojedynczg wartos¢ o nr t) oznaczamy symbolem y; (to nie
nowosc¢). Z powyzszych rozwazan wiemy juz i musimy pamietac, ze pod terminem / oznaczeniem zmiennej
objasnianej mozemy rozumieé — w zaleznosci od specyfikacji modelu — pewng zmienng ekonomiczna (np.
przychody ze sprzedazy, np. w tysigcach zt) ALBO jej logarytm. Jesli wspomniane przychody ze sprzedazy
oznaczymy jako S; (ang. sales), wowczas:

e W pierwszym przypadku (tj. gdy y; jest bezposrednio zmienng ekonomiczng) zapiszemy y; = S;
—> tym samym y, jest wyrazony w tej samej co S; jednostce, czyli w tysigcach zt.

e W drugim przypadku (tj. gdy y; jest logarytmem zmiennej ekonomicznej) zapiszemy y; = In S;
- jednostka y; jest wtedy logarytm jednostki zmiennej S;, czyli logarytm tysiaca zt (jakkolwiek
dziwnie to brzmi :)

Podsumowujac, “samo” y; oznacza zawsze zmiennqg objasnianq (i zarazem wartosci tejze), a tg ostatnig
moze by¢ pewna zmienna ekonomiczna lub jej logarytm. W kontekscie oceny dopasowania modelu regres;ji
do danych ma to o tyle znaczenie, ze w tym drugim przypadku oceniamy, w istocie, dopasowanie modelu
regresji do wartosci bedacych logarytmem oryginalnej zmiennej ekonomicznej (a nie do wartosci samej
zmiennej ekonomicznej). Bedzie to musiato by¢ uwzglednione na etapie interpretacji wartosci obliczanych
miernikow
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

» Przypomnijmy mierniki:
e [tu wpisz nazwe] s = Vs2
e [tu wpisz nazwe] V. = é 100
_ Yl (Ve—91)? _ SSE
Z?:l(Yt_J_/)Z Z{=1(Yt_y)2
e [tu wpisz nazwe] R? = 1 — ¢?

e [tu wpisz nazwe] @2

» Przejdzmy do dwdch przyktaddéw — réznigcych sie tylko i wytgcznie postacig zmiennej objasniane;:
o W przyktadzie 1 bedzie to zmienna bez logarytmu

o W przyktadzie 2 — zmienna zlogarytmowana
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

Przyktad 1. Rozwazmy pewien model:

E, = —342+ 7,11, + 27,3H, + &,

oszacowany na podstawie 10 gospodarstw domowych, celem modelowania wielkosci miesiecznych ich
wydatkdéw na transport (zmienna E;, w zt/osobe w g.d.) w zaleznosci od wielkosci miesiecznych dochodéw
gospodarstwa domowego (zmienna I, w setkach zt / osobe w g.d.) i typu gospodarstwa: zmienna H; typu
0-1, przy czym H; = 1 dla gospodarstw pracowniczych, zas H; = 0 dla gospodarstw emerytdw i rencistow.
Celem oceny dobroci dopasowania rozwazanego modelu do danych obliczono wartosci stosownych
miernikdéw i otrzymano wyniki: s = 15,29 (€ Pytanie: jaka jest jednostka?); V. = 5,67%; R? = 0,78; ¢* =
0,22 (Przypomnijmy: zachodzi R? + ¢* = 1, gdyz w modelu wystepuje wyraz wolny — jego ocena to ,[?0 =
—34,2).

Interpretacje: (bierzemy tu pod uwage konkretne znaczenie zmiennej objasnianej, ktora jest tu y, = E})

e s =15,29; V. = 5,67% (obydwie wartosci interpretujemy razem, w jednym zdaniu):
Zaobserwowane wartosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na transport réznig sie od
ich wartosci teoretycznych przecietnie o +15,29 zt/os. w g.d. [do tego miejsca mamy interpretacje s;
dalsza czesc zdania dotyczy V], co stanowi 5,67% Sredniej arytmetycznej zaobserwowanych wartosci
tych wydatkow.

Ponadto, z uwagi na to, ze I, < 10% mozemy stwierdzi¢, ze rozwazany model charakteryzuje sie
bardzo dobrym dopasowaniem do danych.
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

Przykiad 1. - c.d.

e R? = 0,78 (w dwdch réwnowaznych brzmieniach — do wyboru):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 78%.

- Wersja 2: 78% catkowitej zmiennosci wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw domowych na
transport zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.

e 9?2 =1— R? = 0,22 (analogicznie jak wspdtczynnik determinaciji, tyle tylko, ze dopisujac ,nie”...):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport NIE zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 22%.

- Wersja 2: 22% catkowitej zmiennosci wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw domowych na
transport NIE zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

Przyktad 2.  Przyktad ten stanowi subtelng (acz znaczacg :) modyfikacje poprzedniego, przy czym psikus
polega na tym, ze tu zmienng objasniang jest logarytm owej wielkosci miesiecznych wydatkow
gospodarstw domowych na transport:

ln Et — _34‘,2 + 7’1It + 27,3Ht + é\t'

Zatézmy, ze wszystkie wyniki pozostajg bez zmian (Pytanie: w jakiej jednostce jest teraz s = 15,297). Jak
logarytmiczna postac zmiennej objasnianej (y; = In E;) rzutuje na brzmienie poszczegdlnych interpretac;ji?

Interpretacje:

e s =15,29; V. =5,67% (interpretujemy razem, w jednym zdaniu):
Zaobserwowane wartosci logarytmu miesiecznych wydatkow gospodarstw domowych na transport
réznig sie od ich wartosci teoretycznych przecietnie o 15,29 logarytmu zt/os. w g.d. [do tego miejsca
mamy interpretacje s; dalsza czes¢ zdania dotyczy V], co stanowi 5,67% Sredniej arytmetycznej
zaobserwowanych wartosci logarytmu tych wydatkow.

Ponadto, z uwagi na to, ze I; < 10% mozemy stwierdzi¢, ze rozwazany model charakteryzuje sie
bardzo dobrym dopasowaniem.
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Ocena dobroci dopasowania modelu z logarytmiczng zmienng objasniang

Przykiad 2. - c.d.

e R? = 0,78 (w dwdch réwnowaznych brzmieniach — do wyboru):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw
domowych na transport zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 78%.

- Wersja 2: 78% catkowitej zmiennosci logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw
domowych na transport zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.

e 9?2 =1— R? = 0,22 (analogicznie jak wspdtczynnik determinaciji, tyle tylko, ze dopisujac ,nie”...):

- Wersja 1: Catkowita zmiennos¢ logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkow gospodarstw
domowych na transport NIE zostata wyjasniona w ramach oszacowanego modelu w 22%.

- Wersja 2: 22% catkowitej zmiennosci logarytmu wielkosci miesiecznych wydatkéw gospodarstw
domowych na transport NIE zostato wyjasnione w ramach oszacowanego modelu.
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