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Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Zatozenie 5. obejmuje w istocie, dwa “pod-zatozenia” — uwydatnione w zapisie skalarnym,
natomiast ujete jako jedno w zapisie macierzowym:

1) Zatozenie 5.a: V1, 1 Var(e) = a?

— Kazdy sktadnik losowy posiada doktadnie te samg (cho¢ nieznang) wariancje (czyli
rozproszenie, rozrzut) — zauwazmy, ze przy o2 nie stoi indeks t.

— Nalezy podkresli¢, ze implicite zaktada sie, ze ta wariancja w ogole istnieje i jest skoriczona
(02 < o)

— Te wtasnosé jednorodnosci (“jednakowosci”) wariancji wszystkich sktadnikéw losowych
nazywamy homoskedastycznoscia (ang. homoscedasticity, homoskedasticity).

— Jej zaprzecznie natomiast (czyli niejednorodnosé, “niejednakowosc¢” wariancji sktadnikow
losowych) — heteroskedastycznoscig (ang. heteroscedasticity, heteroskedasticity). Mozemy
wtedy zapisa¢ ogdlnie: Var(e,) = o, t =1,2,...,T

— Warto zauwazyé, ze z zatozen KMNRL wynika, ze ¢ jest wariancjg takze samej zmienne;
objasnianej: Var(y,) = Var(x.f + &) = Var(s,) = 6%, gdyz caty komponent x.8 jest
wielkoscig statg, nielosowg, co wynika z zatozenia 2, a przesuniecie zmiennej losowej (tu: &) o
pewng wielko$¢ statg (tu: x;B) nie zmienia rozproszenia (wariancji) tak powstatej zmiennej,

czyli y;.



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Zatozenie 5.a — c.d. — przyktady:

Reszty homoskedastyczne Reszty heteroskedastyczne
Niebieskie linie reprezentujg pasmo: Wraz ze wzrostem dochodu, wielkos¢ wydatkow
y: + odchylenie resztowe (s) na konsumpcje takze wzrasta, ale wzrasta rowniez

Rozrzut punktéw danych wokoét dopasowanej|jej rozrzut
prostej jest (w przyblizeniu) jednakowy
— Zatozenie 5.a KMNRL jest spetnione — Zatozenie 5.a KMNRL nie jest spetnione

Konsumpcja
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4 Dochdod

Zrédto: Zrédto: opracowanie wiasne (dane umowne)
http://www3.wabash.edu/econometrics/EconometricsBook/chap19.htm




Konsekwencje niespetnienia zatozen KMNRL o sktadnikach losowych

» Zatozenia 5.ai 5.b (czyli po prostu zatozenie 5) — tu sprawa jest delikatna :) Co sie dzieje, gdy reszty
w modelu regresji liniowej charakteryzujg sie istotng autokorelacjg lub heteroskedastycznoscig? Co
do wtasnosci estymatora MNK, to:

1) Pozostaje liniowy (<wtasnos¢ neutralna, ale najwazniejsze, ze =) zgodny i nieobcigzony

2) Nie jest juz efektywny — mozna bowiem wskazac¢ inny estymator (tzw. Uogdlnionej MNK),
ktdry ma mniejszg wariancje

3) Btedy Srednie szacunku obliczane wg dotychczasowej formuty (tj. z macierzy 17(,[;’) =
s?(X'X)~1) sa niedoszacowane (czyli obcigzone in minus, zanizone)



Konsekwencje niespetnienia zatozen KMNRL o sktadnikach losowych

— Wtasnosci 1 i 2 sprawiajg, ze uzyskanym za pomocg zwyktej MNK ocenom parametrow mozemy nadal
ufa¢ (estymator jest nieobcigzony), cho¢ tym razem pozostaje niedosyt w zwigzku z tym, ze istnieje tez inny
estymator (UMNK), ktéry nie dos$é, ze nieobcigzony, to jeszcze jest efektywny (a zatem “efektywniejszy” niz
MNK). Tym estymatorem sie jednak nie bedziemy zajmowa¢, ale warto wiedzie¢ o jego istnieniu :)

— Wtasnosé 3 jest powazniejsza w konsekwencjach. Okazuje sie, ze btedy srednie szacunku zwyktej MNK
obliczane tak, jak do tego przywyklismy (tj. z macierzy V(ﬁ) = s%(X'X)™ 1) sa niedoszacowane, czyli
“przektamane” (wiec nie mozemy im do konca ufac) i to w dodatku w atrakcyjny sposob, poniewaz niskie
btedy szacunku oznaczajg wysoka precyzje wnioskowania o parametrach. Co wiecej, analizujgc postac
statystyki testowej t-Studenta w tescie istotnosci: t(S;) = %ﬁii)' zauwazamy, ze niska wartosé d(ﬁ’i) bedzie
sie przektadata na wysokg (co do modufu) warto$é statystyki testowej, a tym samym wyisze
prawdopodobienstwo odrzucenia Hy na rzecz Hy, czyli na rzecz wskazania, ze dany parametr f; jest
statystycznie istotny... A my przeciez lubimy istotnosc¢ ;) Problem w tym, ze nie jesteSmy tu w stanie
rozsadzi¢, czy i na ile “faktycznie” parametr jest istotny, a na ile Hy o0 jego nieistotnosci zostaje odrzucona z
powodu zanizonego btedu Sredniego szacunku... Poniewaz stastyka t-Studenta jest wtedy “przektamana”,

nie mozemy ufa¢ wynikom testow czy przedziatom ufnosci (ktdre tez przeciez na niej bazuja).

— Zatem co mozna zrobi¢ w sytuacji, gdy zdiagnozujemy autokorelacje lub heteroskedastycznosé
sktadnika losowego (czyli zatozenie 5.a lub 5.b okaze sie niespetnione)? Remediéw jest kilka — powiemy
sobie o nich pod koniec tego materiatu. Tymczasem zobaczmy jeszcze, co sie dzieje, gdy nie jest spetnione
kolejne, 6. zatozenie KMINRL.



Testy zatozen o sktadnikach losowych — wykaz

» W tym miejscu, zanim przejdziemy do szczegdétowego omodwienia wybranych procedur testowych,
wymienmy tylko z nazwy te gtéwnie stosowane w praktyce:

> Testy (homo-/)heteroskedastycznosci: — Warto podkresli¢, ze wymienione obok: wszystkie testy
1) Goldfelda-Quandta normalnosci, a takze test Ljung-Boxa (na wystepowanie
autokorelacji) czy test White’a (na heteroskedastycznosé)
2) Breuscha-Pagana moga by¢ $émiato wykorzystywane do testowania tych
3) White’a wtasnosci takze w odniesieniu do “zwyktych” zmiennych (a
. nie tylko sktadnikdw losowych), jak np. zmiennej objasnianej
> Festy-tbraku}autokerelacii: czy zmiennych objasniajgcych w modelu regresiji.
1) Durbina-W. (] fikacie)
2} Liung-Boxa W kazdym z tych testow normalnosci rozktadu uktad hipotez
] wyglada tak samo:
> Testy normalnoscirozkiadu: Hy:Vi—1z  &~N vs. Hy:—H,
-]__)—Dee.pn.i.k-a—H.a.n-se-n.a T sktadniki losowe MAJA sktadniki losowe NIE maja
rozktad normalny rozktadu normalnego
ZHkotmogorowa-Smirnowa Zatem w praktyce, by méc wykorzysta¢ dowolny z nich, nie
3} Andersona-Darlinga trzeba znac¢ szczegdtdéw technicznych odnosnie przebiegu
) ) — samej procedury — wystarczy bowiem samo p-value by
H-Shapire-Witka dowiedziec sie, za ktdrg z hipotez opowiada sie dany test.
SHilieforsa Oczywiscie ,,$pimy bezpiecznie”, gdy wszystkie cztery testy
6} B jednomyslnie wskazujg na te sama hipoteze.
—

— Ponizej omowimy tylko te wyrdznione na niebiesko. Zaczniemy od testow na autokorelacje...



Test White’a (heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych)
- Chcemy rozsadzi¢, czy Var(g,) = o2 (nie zalezy od t; homoskedastycznoé¢ — zgodnie z zatozeniami
KM(N)RL), czy jednak nalezy dopusci¢, ze Var(e,) = a7 (heteroskedastyczno$é)
—> Szacujemy wyjsciowy (gtéwny) model regresji — zmienng objasniang jest y;
Ve = Bo+ Bixer + BoXxep + o+ Prxex + &, k=K+1
- Obliczamy reszty, &, = y, — ¥, gdzie J, = x.f3

—> Zanim przejdziemy do testu...

Homoscedasticity Heteroscedasticity

Residuals
Residuals

-1.5 -0.5 0.5 1.5 -1.5 -0.5 0.5 1.5

Predicted Values Predicted Values

Zrédto: Sage research methods



Test White’a (heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych)

» Uktad hipotez:

Hy:Vioq 707 =0% vs. Hyides of # 0
t#s
- Za pomocg zwyktej MNK szacujemy pomocniczy model regresji liniowej — dla kwadratéw reszt

wyjsciowego modelu (tego gtdwnego, zbudowanego dla zmiennej objasnianej y;):

8F = 0o + 011 + 02X + - O Xy e + O 17y + Opioxiy + o+ Opxiy

czes¢ liniowa kwadraty zmiennych

+ Oz 41 X01 X2 + o+ 0 gk-1D)Xek-1Xex T Nt
2K+ >
iloczyny mieszane zmiennych;

jest ich K(Kz_l)
e w sumie liczba parametrow wynosi 1 + K + K + KX 1 + KK +3)
e £7 jest estymatorem (nieznanej!) o2
e 7; (czyt. ,eta te”) — pomocniczy sktadnik losowy
- Réwnowazny uktad hipotez:
H,: wszystkie parametry (z wyjatkiem 6,) sg réwne 0 (czyli 2 jest w przyblizeniu state) VS.

Hl: _IHO



Test White’a (heteroskedastycznosci sktadnikow losowych)

—> Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy oznaczenia:

we =600+ 01244 + 0,74 + - + HK(K+3)ZtK(K+3) T 1
2 —2

w, = £ — zmienna objaéniana;  z;; —zmiennej objasniajace

—> Zapis skalarny i macierzowy: Wy = z:0 + 1, w=1Z7Z0+n
_é\lz_
_ é\zz _ ” .. . . _ ” .. . . _ ,
w = |2 =,y” wregresji pomocniczej, Z = ,X” w regresji pomocniczej, 8 = wektor parametréow

22
| EF
- Estymator MNK parametréw modelu pomocniczego: 0 = (Z'Z)"1Z'w

- W modelu pomocniczym potrzebujemy obliczy¢ tylko wartos¢ wspoétczynnika determinaciji:

T A2
R2 — 1 _ t=11t
Y (we — w)?
t=1Wt
A ~ ~ I~ —_ 1 T
Ne = We — Wy, Wy = 2,0, W = ;2t=1 W¢

» Statystyka testowa testu White’a:

K(K+3)
LMemp =T - R?|Ho~x? (“52)

2
K(K+3)

= liczba parametréw w modelu pomocniczym (bez wyrazu wolnego)

- W sukurs przychodzi nam funkcja =REGLINP(...) (naprawde ,uff...” ;)
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Test White’a (heteroskedastycznosci sktadnikéw losowych)

> Warto$¢ krytyczna — zawsze prawostronna: y2
K(K+3)

=ROZKtAD.CHI.ODW/(prawdopodobienstwo = «; stopnie_swobody = )

K(K+3)

=ROZKt.CHI.ODWR.PS(prawdopodobienstwo = «a; stopnie_swobody = )

> Zbior krytyczny — zawsze prawostronny: Z,, = (y2; +)

» p-value:
K(K+3)

)
)

=ROZKtAD.CHI(x = LM,,,,; stopnie_swobody =

K(K+3)

=ROZKL.CHI.PS(x = LMypy,; stopnie_swobody = >

(stara wersja)

(nowa wersja)

(stara wersja)

(nowa wersja)

» Uwaga: Czasami rozwaza sie ,,zredukowang wersje” pomocniczego modelu regresji — bez uwzgledniania

iloczyndw mieszanych:
22 _

E2 =00+ 01xp1 + Ox05 + -+ Ogxp o + O o1 xf + O ioxfy + o+ 9K+thz,1< + ¢

cze$t liniowa kwadraty zmiennych
- W jakiej sytuacji warto zastosowac takie podejscie?
- Wtedy
LMepyp =T - R?|Hy~x?*(2K)
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych

» Typowe przyczyny wystepowania heteroskedastycznosci:
l.

1.

1.

» Mozliwe sposoby poradzenia sobie z heteroskedastycznoscia:
l.

1.

1.
V.

Na etapie specyfikacji rownania modelu pominieto jakies kluczowe zmienne objasniajgce

Nie zlogarytmowano zmiennej objasnianej (i ewentualnie takze zmiennych objasniajacych)

przekrojowych)

Inne...?

Odpowiednio do pkt | powyzej —omdowiono ponizej
Odpowiednio do pkt Il powyzej —omdwiono ponizej
Odpowiednio do pkt Il powyzej — omdwiono ponizej

EUMNK — oméwimy w przysztosci

Zbiér danych obejmuje (zbyt) niejednorodne, heterogeniczne obserwacje (dotyczy danych

12



Remedia — heteroskedastycznosc sktadnikéw losowych

> Ad |. Na etapie specyfikacji rownania modelu pominieto jakie$ kluczowe zmienne objasniajgce

- Nalezy sie zastanowi¢ nad uwzglednieniem dodatkowych (ekonomicznych) zmiennych

- Moze byé wskazane uwzglednienie w modelu kwadratéw i iloczyndw mieszanych wyjsciowych
zmiennych objasniajgcych — przyktadowo, przy wyjsciowo tylko dwdch zmiennych objasniajgcych
otrzymalibysSmy rownanie nastepujgcej postaci (podobnie jak w regresji pomocniczej testu White’a):

Ve = Bo + BiXer + BoXer + Baxfy + Baxty + PsXprXer + &
Taki model jak najbardziej mozemy oszacowaé za pomocg zwyktej MNK, gdyz spetnione jest zatozenie
1. KM(N)RL (réwnanie jest w dalszym ciggu liniowe wzgledem parametréow).

Taki zabieg umozliwia pewne przyblizenie potencjalnie nieliniowych zaleznosci pomiedzy zmienng
objasniang a objasniajgcymi, co moze w pewien sposéb ,naprawi¢” btad specyfikacji modelu, a w
konsekwencji — przyczyni¢ do poprawy wtasnosci reszt (nie tylko w odniesieniu do ich wariancji, ale
np. takze w kwestii normalnosci rozktadu, o czym tez za chwile). Ceng, jaka przychodzi nam jednak
zaptaci¢ za takie podejscie jest utrata standardowej interpretacji ocen parametréw. Przyktadowo,
chcac zinterpretowac ocene parametru f3;, stojacego przy x;;, nie mozemy juz przyjgé zatozenia o
ustalonych wartosciach pozostatych zmiennych objasniajgcych, gdyz x;; wystepuje jeszcze — w
pewnych nieliniowych funkcjach — przy 5 i fs.

Niemniej mozna by przejs¢ na ogdlniejszy poziom formutowania interpretacji, o ktérym tu jednak nie
bedzie mowy... :)

13



Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych

> Ad Il. Nie zlogarytmowano zmiennej objasnianej (i ewentualnie takze zmiennych objasniajacych)

- No to... logarytmujemy :) Ponizszy przyktad idealnie obrazuje przypadek, gdzie logarytmizacja ,y-
ka” oraz ,x-a” faktycznie pomaga.

R squared = 0.658101335106949 R squared = 0.845803740319625

200 300

100

Zrédto: https://stats.stackexchange.com (zmieniono etykiety osi)
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https://stats.stackexchange.com/

Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych

- ALE dlaczego transformacja logarytmiczna pomaga?

(Oczywiscie, logarytmizacja jest mozliwa tylko, gdy dana zmienna przyjmuje wartosci dodatnie)

Logarithmic Function
y=Inx

+ o

Reduce

Inflate

Zrédto: https://blog.minitab.com/en/applying-statistics-in-quality-projects/how-could-you-benefit-from-a-box-cox-transformation (z drobnymi zmianami)
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Remedia — heteroskedastycznosc sktadnikéw losowych

- Dodatkowe argumenty przemawiajgce za stosowaniem transformacji logarytmicznej:

l.  Zwrdémy uwage, ze w KMNRL &; € R (poniewaz &; podlega rozktadowi normalnemu, ktérego
noénikiem® jest wiasnie caty zbidr liczb rzeczywistych) oraz Vi = x5 + €. Wobec tego — co do
zasady — zbior wartosci zmiennej objasnianej to ,cate” R, a nie np. tylko R, = (0, +00). Zatem
jesli pewna zmienna ekonomiczna, dajmy na to A;, przyjmuje wartosci tylko dodatnie
(A; € R, wdomysle dla kazdegot =1, 2,...,T), toln A; € R. Wydaje sie, ze chocby z punktu
widzenia zgodnosci nosnikdw zmiennych: ogodlnie y; € R w KMNRL, oraz rozwazanej tu dla
przyktadu In4; € R, to wifasnie ta ostatnia, In A;, powinna by¢ zmienng objasniang, a nie
bezposrednio A; € R,.

Il. Posta¢ logarytmiczna zmiennej objasnianej moze takze wynika¢ z pewnych modeli
wywodzgcych sie z teorii ekonomii. Przyktadem jest tu choéby znany Panstwu model funkgji
produkcji Cobba i Douglasa, ktory jest przyktadem tzw. modelu potegowego. Alternatywnie
rozwaza sie takze tzw. model wyktadniczy. Omoéwmy sobie teraz obydwie te specyfikacje (patrz
kolejne slajdy), w ramach krdétkiego, aczkolwiek waznego wtretu :)

! Noénikiem danej zmiennej losowej (jej rozktadu prawdopodobiefstwa) nazywamy taki zbidr jej wartoéci, w ktérych
funkcja gestosci / masy prawdopodobienstwa przyjmuje wartosci stricte dodatnie (a nie réwne zero). Przyktadowo,
noénikiem rozktadu normalnego czy t-Studenta jest cata 0§ R, podczas gdy dla rozktadéw F czy x? jest nim tylko p6t o$
dodatnich liczb rzeczywistych, R,. W jeszcze innym przypadku, nosnikiem moze by¢ po prostu pewien odcinek, jak na
przyktad w rozktadzie jednostajnym okreslonym na odcinku powiedzmy [a, b] — nosnikiem jest wtasnie ten odcinek; poza

nim funkcja gestosci takiego rozktadu (przyjmujgca statg wartos¢ w [a, b]) przyjmuje wartosc zero.
16



Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model potegowy

» Niech A; € R, oznacza pewng zmienng ekonomiczng, ktdrej zmiennos¢ chcemy wyjasnic¢ za pomoca
zmiennych objasniajacych Z;; € R,.
» Model potegowy:
Ay = agzPrz0% | zPKes
- Powyizsze réwnanie nie spetnia zatozenia 1 KMNRL, gdyz: i) sktadnik losowy nie jest addytywny,
i) czes¢ deterministyczna modelu nie stanowi liniowej kombinacji parametréw izmiennych
objasniajacych. Wobec tego logarytmujemy wyjsciowe rownanie i reparametryzujemy Inay,
przyjmujac By = In ay (wszak dowolna funkcja parametru tez jest parametrem, czyli nieznang statg):
lnAt = ﬁo + 181 antl + ﬁz antz + -+ ﬁK antK + Et
—— N—_—— N—_—— N——
Yt Xt1 Xt2 XtK
Tym samym model spetnia juz zatozenie 1 KMNRL (daje sie zapisa¢ w postaci y; = x;: + &).
- Terminy ,zmienna objasniana” i ,zmienna objasniajgca” odnoszg sie do modelu ekonometrycznego,
a nie wyjsciowej (potegowej) specyfikacji, zatem sg tu nimi, odpowiednio, y; = In A; oraz x;; = In Z;.

alnAt
0 anti

—> Poniewaz f3; = = Ely, |z, (dlai =1,...,K), jego oceng, ,@i, interpretujemy podtfug szablonu:

Jezeli wartosc¢ zmiennej Z;; (€< bez logarytmu) bytaby wyZsza o 1% (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych Zyq, ..., Z;—1, Zt i+1, -+, Zg ), wowczas wartos¢ zmiennej A, bytaby wyzsza
(B; > 0)/nizsza (B; < 0) przecietnie o | ;|%. (€ zapisano w module, bo w tym miejscu znak juz
pomijamy; wartosci (modutu) oceny parametru NIE przemnazamy juz przez 100%).
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model wyktadniczy

» Niech A; € R, oznacza pewng zmienng ekonomiczng, ktdrej zmiennos¢ chcemy wyjasnic¢ za pomoca
zmiennych objasniajacych Z;; € R (Z;; nie musi przyjmowac wartosci tylko w R, ).
» Model wyktadniczy:
A, = aoalz“azztz ...a,i”{egf
- Powyisze réwnanie nie spetnia zatozenia 1 KMNRL — z tych samych dwdch powodéw, co model
potegowy. Wobec tego logarytmujemy wyjsciowe rdéwnanie i reparametryzujemy Inaq; (i =
0,1, ...,K), przyjmujac 5; = In a;:

InA;, =po+ P12ty + P22ty ++PxZeg + &
—— — — ——
Yt Xt1 Xt2 XtK

Tym samym model spetnia juz zatozenie 1 KMNRL (daje sie zapisa¢ w postaci y; = x:£ + &).

- Terminy ,zmienna objasniana” i ,zmienna objasniajgca” odnoszg sie do modelu ekonometrycznego,
a nie wyjsciowej (potegowej) specyfikacji, zatem sg tu nimi, odpowiednio, y; = In A; oraz x;; = Z;;.
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model wyktadniczy
—> Jak interpretowac ocene parametru [5;, stojgcego przy danej zmiennej Z;; (i = 1, 2, ..., K)?

Zauwazmy, ze jezeli wartos¢ zmiennej Z;; wzrostaby o 1 swojg jednostke (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych objasniajgcych), to wartos¢ zmiennej objasnianej, In A;, zmieni sie przecietnie
o (wtasnie) Bi (wzrosnie, gdy ,@i > 0, lub spadnie, gdy ﬁi < 0). Jak zmiana In4; o ,E’i przektada sie na
zmiane bezposrednio zmiennej ekonomicznej A;? Rozpiszmy to sobie:

InA; + f; =InA, +1In ePi = ln(AteBi)

Zatem zmiana InA; o ,[?l- jest rownoznaczna z eﬁi-krotng zmiang ,samego” A;. Poniewaz teraz
mowimy o relatywnej (multiplikatywnej) zmianie wartosci zmiennej A, z reguty lepiej bedzie j3
wyrazi¢ w procentach. Przyktadowo, gdyby czynnik efi byt réwny 2, wdweczas As -2 oznacza

dwukrotny wzrost A;, czyli wzrost o 100%. Podobnie, gdyby ebi = 0,7, woéwczas A; - 0,7 oznacza
spadek wartosci A; 0 30%. W ten sposdb mozemy zapisa¢ ogdlnie, ze zmiana InA4; o ,[;’l-, powodujac

eﬁi-krotna zmiang ,,samego” A;, powoduje wzrost/spadek wartosci A; przecietnie o (eﬁi — 1)100%.

Zauwazmy, ze zawsze eBi> 0.z drugiej strony, gdy ,@i > 0, wowczas (eﬁi — 1)100% > 0 (poniewaz

eBi > 1), natomiast przy ,@i < 0, wéwczas (eﬁi — 1)100% < 0 (poniewaz eBi e (0,1)). Oznacza to,

ze podobnie jak dotychczas — i zgodnie z intuicjg — znak oceny parametru informuje nas bezposrednio
o kierunku zmiany (wzroscie/spadku) wartosci zmiennej A;.
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model wyktadniczy

—> Podsumowujac, ocene parametru ; w modelu wyktadniczym interpretujemy wedtug szablonu:

Jezeli wartos¢ zmiennej Z;; (< bez logarytmu) byfaby wyzsza o 1 jednostke (przy ustalonych wartosciach
pozostatych zmiennych Ziy, ..., Z¢; 1,241, -, Ztk), WwOwczas wartos¢ zmiennej A; bytaby wyzsza (B; >

0)/nizsza (Bi < 0) przecietnie o |(eﬁi — 1)100| %. (€ zapisano w module, bo w tym miejscu znak juz
pomijamy).
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjsciowej postaci) — trzy gtéwne powody:

1) W modelowaniu szeregdw czasowych — gdy chcemy uwzglednié trend deterministyczny w modelu
(przyktadowo, w rownaniu In 4; = By + 1t + -+ + & zmienna czasowa t jest BEZ logarytmu):
o Gdy A; przejawia wzrost wykfadniczy, wowczas In A; charakteryzuje sie trendem liniowym

o Ze wzgledu na interpretacje oceny parametru przy trendzie — w powyzszym rownaniu, gdzie
zmienna t jest niezlogarytmowana, moglibysmy sformutowac interpretacje w stylu ,,Z okresu na
okres (przy ustalonych wartosciach pozostatych zmiennych objasniajgcych), wartos¢ zmiennej

A, wzrasta/spada (w zaleznosci od znaku B,) przecietnie o |(e/?i — 1)100| %.

- Zauwaimy, ze gdyby zmienng t uwzgledni¢ w modelu w postaci zlogarytmowanej, t;j.
InA; = By + B1Int + -+ + &, wowczas parametr ; bytby elastycznoscig A; wzgledem czasu,
a zatem poczatek interpretacji brzmiatby tak: ,Jezeli wartos¢ zmiennej czasowej wzrostaby o 1%
(przy ustalonych itd...) itd...”, co jest bardzo nieintuicyjne, bo co niby miatby oznaczaé wzrost
numeru okresu o0 1%...7
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjSciowej postaci) — trzy gtéwne powody (c.d.):

2) Jezeli w modelu chcemy uwzglednic jakis regresor bedacy zmienng ekonomiczng wyrazong w
procentach, np. stope bezrobocia, stope inflacji, stope procentowg — takze z powodu interpretacji
oceny stojgcego przy niej parametru. Jezeli NIE zlogarytmujemy takiej zmiennej, wéwczas w
intepretacji bedziemy mogli mowié¢ o wzroscie jej wartosci o 1 punkt procentowy (np. wzrost stopy
bezrobocia z 10% do 11%). W przeciwnym razie, gdybysmy zlogarytmowali takg zmienng, wtedy
musielibySmy przejs¢ na interpretacje elastycznosciowg, ktdra jest raczej nieintuicyjna w
przypadku zmiennych wyjsciowo wyrazonych w procentach, gdyz wymagataby rozwazania wzrostu
takiej zmiennej dostownie o 1% (zamiast punktu procentowego), co oznacza koniecznosc
wyobrazenia sobie ,procentu z procentu”.
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Model wyktadniczy

» Kiedy do modelowania pewnej zmiennej ekonomicznej mozemy chcie¢ zastosowaé¢ model
wyktadniczy (zmienna objasniana — w postaci logarytmicznej; zmienne objasniajagce — bez takiej
transformaciji, tj. w swojej wyjSciowej postaci) — trzy gtébwne powody (c.d.):

3) Jezeli w modelu chcemy uwzglednic jakis regresor bedacy zmienng licznikowg, tj. przyjmujaca
(z reguty niewielkie) wartosci ze zbioru liczb naturalnych, np. liczba dzieci w rodzinie. Powodem,
dla ktorego takiej zmiennej rowniez nie poddajemy transformacji logarytmicznej jest znowu
kwestia interpretacji — gdyby w sytuacji zmiennej objasnianej w postaci zlogarytmowanej, zmienng
objasniajgcg licznikowg réwniez poddano logarytmizacji, wowczas parametr stojgcy przy tej
ostatniej bytby elastycznosciag. Wtedy moze okazac sie ,nienaturalne” moéwienie o 1%-wym
wzroscie owej zmiennej licznikowe] (bo np. c6z miatby oznacza¢ wzrost liczby dzieci w rodzinie
0 1%?77?:)
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model potegowo-
wyktadniczy

» Model potegowo-wyktadniczy:
o Zmienna objasniana — w logarytmie

o Niektdre zmienne objasniajgce — w logarytmie; pozostate — w swojej wyjsciowej postaci

A = aOZfllZfzz ...Zflfllal/v“agvtz ...aZthegt /In (Ina; = B 4, dlai =1,2,..,Ky; Inay = Bo)

Ind, =By +B1InZyy + - Bg, InZig, + Bx, 41 Wi + B4k, Wik, + &
—— | N ~ N——r/ ——

Yt Xt1 X Xt,Kq+1 X
tKq t,Ko+1
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Model potegowo-wyktadniczy — estymacja
Przypomnijmy

InA; =po+B1InZyy + Bxg, InZig, + Br,41 Wer + - Br+x, Wik, + &
—— —_—— - 1 —— ——%

Yt Xt1 XtKq Xt,Kq1+1 Xt,K1+K>o

Powyzszy model spetnia juz 1. zatozenie KMNLR (posiada addytywny sktadnik losowy, zas czes¢
systematyczna jest liniowa wzgledem parametréw). Zatem:

1) Da sie zapisa¢ w ogdlnej postaci:
Ve = Bo + B1Xer + BaXez + -+ PrXeg + &
gdzie:
o K =K; + K, (liczba parametrow BEZ wyrazu wolnego, ,); k = K + 1 (... i Z wyrazem wolnym)
v = InA;
X;; =InZy dla i=1,..,K;
o x;; =W, da i=K,+1,..,K; + K,

2) jego parametry mozemy oszacowac za pomocg MNK: 8 = (X'X)~1X'y, przy czym:

[InA;T 1 InZy; .o Wik,
y = IUEAZ ’ X = 1 ln:Zm WZ:,KZ
_lnAT_ _1 In ZTl WT,KZ-

(Txk)
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Remedia — heteroskedastycznosc¢ sktadnikow losowych: model potegowo-
wyktadniczy

- A teraz wracamy juz do omawiania mozliwych przyczyn wystepowania i wynikajgcych z nich sposobéw
zaradzenia heteroskedastycznosci — przypomnijmy (ze slajdu nr 44):

» Typowe przyczyny wystepowania heteroskedastycznosci:
I. Na etapie specyfikacji rownania modelu pominieto jakie$ kluczowe zmienne objasniajgce
Il. Niezlogarytmowano zmiennej objasnianej (i ewentualnie takze zmiennych objasniajgcych)

Ill.  Zbiér danych obejmuje (zbyt) niejednorodne, heterogeniczne obserwacje (dotyczy danych
przekrojowych)

Inne...?

- Do omdwienia pozostat nam jeszcze punkt Il (i jeszcze EUMNK, ale to w osobnym odcinku)
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Remedia — heteroskedastycznosc sktadnikéw losowych

> Ad lll. Zbiér danych obejmuje (zbyt) niejednorodne, heterogeniczne obserwacje (dotyczy danych
przekrojowych)

Przyktadowo, chcemy modelowad przychody przedsiebiorstw w Polsce — w podziale przedsiebiorstw
ze wzgledu na wielkos¢ wyrdznia sie 4 grupy:
1) mikroprzedsiebiorstwo — zatrudnienie S$rednioroczne pracownikéw to mniej niz 10 oséb
i przychody netto lub suma bilansowa sg mniejsze lub rowne 2 min EUR

2) mate przedsiebiorstwo — zatrudnienie Srednioroczne pracownikow to mniej niz 50 osdb
i przychody netto lub suma bilansowa sg mniejsze lub réowne 10 min EUR

3) Srednie przedsiebiorstwo — zatrudnienie Srednioroczne pracownikdw to mniej niz 250 osdb
i przychody netto s3 mniejsze lub réwne 50 min EUR lub suma bilansowa jest mniejsza lub
rowna 43 min EUR

4) duze przedsiebiorstwo — wszystkie pozostate, ktére nie wpisujg sie w powyzsze kryteria.

- Rdzna wielkos¢ zarowno samych przychoddw przedsiebiorstw w poszczegdlnych grupach, jak i — co
wtasnie problematyczne — wariancji tych przychodow

- Modelowanie préby przedsiebiorstw z réznych grup ,w jednym worku” vs. modelowanie kazdej
grupy z osobna

- Ponadto, przedsiebiorstwa danej wielkosci, ale z rdéinych sektorow/branz takie mogg sie
charakteryzowac niejednorodng wariancja...

o
—\.

- Jakie jeszcze inne przyktady niejednorodnych zbioréw danych mozecie podac?

27



