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Plan wyktadu

1) Zatozenia KMINRL — powtdrka
2) Wtasnosci estymatora MNK w KMRL i KMNRL — powtérka
3) Konsekwencje niespetnienia zatozen o sktadnikach losowych
4) Testy zatozen o sktadnikach losowych:
a) Test Jarque-Bera (normalnosci rozktadu)
b) Test Ljung-Boxa (autokorelacji)
c) Test Dubrina-Watsona(autokorelacji)
d) Test White’a (heteroskedastycznosci)
5) Remedia



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Na KMNRL sktada sie szes$¢ zatozen — przypomnijmy je zaréwno w zapisie skalarnym (czyli dla kazdej
pojedynczej obserwacji), jak i macierzowym (dla wszystkich obserwacji jednoczesnie)

» Pierwsze trzy z nich dotyczg zmiennych objasnianej (in.: zaleznej) i objasniajgcych (in.: niezaleznych,
regresorow, czasami takze zwanych predyktorami):

Nr Zapis skalarny Zapis macierzowy
. Viz12,.1 Ve = XtB + & y =X B + ¢
b . () Aot (S99 L
gdzie x; = [1 X¢q Xgp o X, k=K + 1 Tx1 Txkkxi Tx1
2. Vt=1,2,.T X;; — znane wartosci nielosowe X — znana macierz nielosowa

i=1,2,...K

rz(X) =k

3 v K —0 — macierz X jest petnego rzedu
a4y, ap)ERE\{0} Vt=12,..T i_laixti = kolumnowego

— rownowazny warunek: det(X'X) # 0

Po prostu: Wartosci zadnej ze zmiennych objasniajgcych nie dajg sie zapisac¢ jako liniowa
kombinacja wartos$ci pozostatych regresoréw (kombinacja o tych samych wspodtczynnikach
a, a,, ..., ag dla poszczegdlnych obserwacjionrt = 1,2, ...,T). Tym samym kolumny macierzy
X nie s3 liniowo wspotzalezne, czyli zadna z tych kolumn nie daje sie zapisac jako liniowa
kombinacja pozostatych




Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Kolejne trzy zatozenia dotyczg juz struktury stochastycznej modelu, tj. sktadnika losowego:

Nr Zapis skalarny Zapis macierzowy
Vez1z,.r E(e) =0 E(e) = O¢rxy
4 Wartos¢ oczekiwana kazdego ¢&; jest wynosi O Wartosc oczekiwana catego wektora ¢ jest rowna
' wektorowi zerowemu
Po prostu: Zaburzenia losowe in plus oraz te in minus Srednio rzecz biorgc niweluja sie
Dwa “pod-zatozenia”: g? 0 -+ 0]
2 ..
a) Vi=12,.T Var(e,) = o? V(e) = UZIT = 0 G. . 0
~—— : : . :
TXT
L0 0 - o2l
> | b) Ves=12,.1 Cov(es, &) =0 gdzie I oznacza macierz jednostkowa stopnia T
t#s
— wyjasnienia na kolejnych stronach - .na. prz.ekqtng mauerzy kowarlaznql, ) 407
znajdujg sie wariancje, Var(e;) = 0°, zas poza
przekatng kowariancje, Cov(e;, &), t # s
Vi=12,.1 &~N e~ND
6. | Kazdy sktadnik losowy & ma rozktad normalny | Caty (T-wymiarowy) wektor sktadnikéw losowych
ma T-wymiarowy rozktad normalny




Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

> Zatozenie 5.b: V¢ s=12,.. 7 Cov(g;, &) =0
t+s

— Kowariancja pomiedzy dowolnymi dwoma (réoznymi) sktadnikami losowymi: &, &5 (t # s) wynosi O.
— Tym samym wspotfczynnik korelacji takze sie zeruje:

Cov(e, &) _ Cov(e,es)
\/Var(et)\/Var(ss) - o’ -

przy czym zachodzi Var(s,) = Var(e,) = o (zgodnie z zatozeniem 5.a)

Corr(es, &) =

— Zatem zatozenie 5.b oznacza, ze skladniki losowe s3 miedzy sobg nieskorelowane, przez co
wyklucza sie ich tzw. autokorelacje.

— W praktyce, modelujgc dane w postaci szeregdw czasowych, reszty z modelu regresji dos¢ czesto
charakteryzujg sie autokorelacjg, co podwaza zatozenie 5.b. Jej wystepowanie wynika z reguty ze zbyt
uproszczonej specyfikacji czesci systematycznej modelu (x;[), niedostatecznie dobrze wychwytujgce;
dynamike (ksztattowanie sie w czasie) wartosci zmiennej objasniane;.

— Na naszych zajeciach nie bedziemy sie zajmowac¢ autokorelacjg sktadnikow losowych w przypadku,
gdy przedmiotem modelowania sg dane przekrojowe (cho¢ autokorelacja jest mozliwa takze w tego
typu danych, np. gdy rozwazamy jakie$ sgsiadujgce ze sobg obiekty, np. powiaty — woéwczas mozemy
przypuszczaé, ze zaburzenie losowe, ktore “dotkneto” jeden obiekt / obserwacje, wptyneto w jakiejs
mierze takze na obiekty sgsiadujace). Mowimy wtedy o tzw. autokorelacji przestrzennej.



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Zatozenie 5.b — c.d.

— W dalszym ciggu rozwazamy zjawisko autokorelacji TYLKO dla danych czasowych, w kontekscie
ktérych méwimy o tzw. wspoétczynnikach autokorelacji rzedu r € {1, 2, ... }:

COU(St, gt—T) _ COU(St, gt—T‘)

\/Var(et)\/Var(et_r) - o’
przy czym zachodzi Var(s,) = Var(s,_,) = o2 (zgodnie z zatozeniem 5.a)

Corr (&g, &—r) =

— 0 &_, méwimy: “r-te opdznienie sktadnika losowego”
— W praktyce zwykle uwage koncentrujemy:

e W pierwszej kolejnosci na wspoétczynniku autokorelacji rzedu pierwszego, tj. Corr(&;, €,1) —
spodziewamy sie, ze jesli juz autokorelacja miataby wystepowac, to najprawdopodobniej ta
rzedu pierwszego jest najsilniejsza, oczekujgc, ze losowe zaburzenia danego zjawiska w
biezgcym okresie (o numerze t) sg najsilniej powigzane (skorelowane) z tymi z okresu
bezposrednio go poprzedzajacego (o numerzet — 1)

e nastepnie na wspotczynnikach rzedu wyizszego od 1, tj. Corr(e;, &) dla r=2,3,... -
spodziewamy sie, ze wraz ze wzrostem opodznienia r autokorelacja staje sie coraz stabsza,
wygasa (do zera — w granicznym przypadku przy r — o), co pozostaje w zgodzie z intuicja:
im “starsze” sktadniki losowe (w stosunku do biezgcej chwili, t), tym stabszy ich
zwigzek/korelacja z biezgcym zaktéceniem losowym, &;



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Zatozenie 5.b — c.d.
— Wspodtczynnik autokorelacji jest wielkosciag unormowang z przedziatu [—1, 1]

— Wspodiczynnik autokorelacji rzedu r sktadnikdw losowych mierzy kierunek i site korelacji
biezgcego sktadnika losowego, &;, z jego przesztg wartoscig sprzed r okresow, &;_,

— Kierunek autokorelacji:

e Corr(e;, &:_,) > 0 < dodatnia autokorelacja rzedu r

o Corr(es, &:_) < 0 < ujemna autokorelacja rzedu r

o Corr(&, &) = 0 < brak autokorelacji rzedu r
— Sita autokorelacji: Im |Corr(e;, €;_,-)| jest blizsza 1, tym autokorelacja (rzedu r) jest silniejsza
— Skrajne przypadki:

o Corr(&, &—r) = 1 < idealna autokorelacja dodatnia

o Corr(&, &) = —1 < idealna autokorelacja ujemna



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regresji Liniowej (KMNRL)

» Zatozenie 5.b — c.d. — przyktady — dane symulowane: y, = 10 4+ 0,5t + &; — Z i BEZ autokorelacji &;

Brak autokorelac;ji:
Corr(e;, e,_4) =0

Autokorelacja dodatnia:
Corr(&;,e,_4) = 0,8

Autkorelacja ujemna:
Corr(&;, &,_4) = —0,8

Dane z dopasowanym modelem trendu liniowego
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Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» Przygladajac sie wykresom na poprzedniej stronie mozemy zauwazyé, ze:

1) Gdy w resztach wystepuje autokorelacja dodatnia (Srodkowy panel), wéwczas ich trajektoria
(przebieg szeregu czasowego):

= jest gtadsza (ang. smooth) niz w przypadku braku autokorelacji (lewy panel)
" rzadziej przecina os poziomg (w zerze)

= kolejne reszty sg do siebie bardziej “podobne”, w zwigzku z czym...

= kolejne reszty relatywnie rzadko/rzadziej (w stosunku do braku autokorelacji) zmieniajg
znak, wobec czego dajg sie zauwazy¢ dtuzsze serie kolejnych reszt o tym samym znaku

2) Gdy w resztach wystepuje autokorelacja ujemna (prawy panel), wowczas ich trajektoria
(przebieg szeregu czasowego):

= jest bardziej “szarpana” (ang. jagged, rugged) niz w przypadku braku autokorelacji (lewy
panel)

= czesSciej przecina o$ pozioma (w zerze)
= kolejne reszty sg do siebie mniej “podobne”

= kolejne reszty “nadmiernie czesto” zmieniajg znak

» W przypadku modeli regresji zbudowanych dla danych ekonomicznych, jesli reszty charakteryzujg
sie autokorelacjg, to zwykle jest to autokorelacja dodatnia (zas rzadko kiedy, jesli w ogdle, ujemna)



Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regres;ji Liniowej (KMNRL)

» W praktyce nie mamy zadnej innej mozliwosci wnioskowania o autokorelacji czy o innych
wtasnosciach / zatozeniach co do sktadnikow losowych (czyli pewnych nieobserwowalnych
zmiennych losowych), jak tylko poprzez badanie tychze wtasnosci w odniesieniu do reszt. Te
wiasnie reszty traktujemy, choé nie do konca formalnie, jako realizacje sktadnikéw losowych
(warunkowo wzgledem badanego zbioru danych i tym samym uzyskanych oszacowan parametréw).

» Tak wiec:

1) o prawdziwych wspédtczynnikach autokorelacji sktadnikéw losowych, Corr(e;, &,_,), tylko
zaktadamy na poziomie KMNRL, ze sg réwne 0 (zatozenie 5.b)

2) aby jednak zweryfikowaé, czy to zatozenie mozemy uznac za spetnione w ramach danego
oszacowanego modelu, potrzebujemy poddac analizie oszacowania tych wspdétczynnikdw, a te
uzyskujemy poprzez obliczenie “zwyktych” wspdtczynnikdw korelacji (tj. tych poznanych
jeszcze na podstawowym kursie statystyki) dla reszt:

Licznik=o0szacowanie autokowariancji

rzedur
1 T ~A A
— _Zt—1 Et€t—
~ — T—r&t=1+r r
Corr(&s, &6_y) ~ Corr(&;, &r_y) = ——
. — L2 - , TR ut=1Et
Prawdziwa nieznana wartos¢, Oszacowanile

Mianownik=o0szacowanie wariancji=

o ktorej tylko zaktadamy,ze =0 : )
=wariancja resztowa

» Odnosnie weczesniejszych wykresdow: dane zostaty tam sztucznie wygenerowane, do czego
potrzebne byto zadanie konkretnych prawdziwych wartosci wspotczynnika autokorelacji
Corr(&;, 1) i tym samym s3g tam znane: 0; 0,8; -0,8. Z tatwoscia mozemy tez obliczy¢ ich
oszacowania na podstawie uzyskanych reszt, uzyskujgc wyniki, odpowiednio: 0,03; 0,70; -0,68.
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Konsekwencje niespetnienia zatozen KMNRL o sktadnikach losowych

> Zatozenie 4 (zerowa warto$¢ oczekiwana, E(g;) = 0) jest zawsze spetnione, gdy tylko w modelu
uwzgledniony jest wyraz wolny. Istotnie, mozna wtedy pokaza¢, ze suma reszt MNK w modelu
regresji liniowej wynosi 0, a tym samym ich $rednia arytmetyczna (jako oszacowanie wartosci
oczekiwanej) wynosi 0. Zatem nie pozostaje tu nic do testowania. Gdyby jednak w modelu nie
uwzgledniono wyrazu wolnego, wowczas suma i Srednia arytmetyczna reszt mogg by¢ dowolne, co
w konwekwencji — cho¢ tego tu nie pokazujemy — prowadzi do mniejszego lub wiekszego obcigzenia
estymatora MNK (czyli nie jest juz prawdg, ze Srednio rzecz biorgc trafia w to, co trzeba, czyli 5).
Podsumowujgc: w modelu regres;ji liniowej zawsze powinien wystepowac wyraz wolny (z wyjatkiem
modelowania sezonowosci w parametryzacji bez wyrazu wolnego — cho¢ i wtedy tez suma reszt =0).

» Zatozenia 5.ai 5.b (czyli po prostu zatozenie 5) — tu sprawa jest delikatna :) Co sie dzieje, gdy reszty
w modelu regresji liniowej charakteryzujg sie istotng autokorelacjg lub heteroskedastycznosciag? Co
do wtasnosci estymatora MNK, to:

1) Pozostaje liniowy (< wtasnos¢ neutralna, ale najwazniejsze, ze =) zgodny i nieobcigzony

2) Nie jest juz efektywny — mozna bowiem wskaza¢ inny estymator (tzw. Uogdlnionej MNK),
ktdry ma mniejszg wariancje

3) Btedy s$rednie szacunku obliczane wg dotychczasowej formuty (tj. z macierzy 17(,5’) =
s%(X'X)~1) sa niedoszacowane (czyli obciazone in minus, zanizone)

11



Konsekwencje niespetnienia zatozen KMNRL o sktadnikach losowych

— Wtasnosci 1 i 2 sprawiajg, ze uzyskanym za pomocg zwyktej MNK ocenom parametrow mozemy nadal
ufa¢ (estymator jest nieobcigzony), cho¢ tym razem pozostaje niedosyt w zwigzku z tym, ze istnieje tez inny
estymator (UMNK), ktéry nie dos$é, ze nieobcigzony, to jeszcze jest efektywny (a zatem “efektywniejszy” niz
MNK). Tym estymatorem sie jednak nie bedziemy zajmowa¢, ale warto wiedzie¢ o jego istnieniu :)

— Wtasnosé 3 jest powazniejsza w konsekwencjach. Okazuje sie, ze btedy srednie szacunku zwyktej MNK
obliczane tak, jak do tego przywyklismy (tj. z macierzy V(ﬁ) = s%(X'X)™ 1) sa niedoszacowane, czyli
“przektamane” (wiec nie mozemy im do konca ufac) i to w dodatku w atrakcyjny sposob, poniewaz niskie
btedy szacunku oznaczajg wysoka precyzje wnioskowania o parametrach. Co wiecej, analizujgc postac
statystyki testowej t-Studenta w tescie istotnosci: t(S;) = %ﬁii)' zauwazamy, ze niska wartosé d(ﬁ’i) bedzie
sie przektadata na wysokg (co do modufu) warto$é statystyki testowej, a tym samym wyisze
prawdopodobienstwo odrzucenia Hy na rzecz Hy, czyli na rzecz wskazania, ze dany parametr f; jest
statystycznie istotny... A my przeciez lubimy istotnosc¢ ;) Problem w tym, ze nie jesteSmy tu w stanie
rozsadzi¢, czy i na ile “faktycznie” parametr jest istotny, a na ile Hy o0 jego nieistotnosci zostaje odrzucona z
powodu zanizonego btedu Sredniego szacunku... Poniewaz stastyka t-Studenta jest wtedy “przektamana”,

nie mozemy ufa¢ wynikom testow czy przedziatom ufnosci (ktdre tez przeciez na niej bazuja).

— Zatem co mozna zrobi¢ w sytuacji, gdy zdiagnozujemy autokorelacje lub heteroskedastycznosé
sktadnika losowego (czyli zatozenie 5.a lub 5.b okaze sie niespetnione)? Remediéw jest kilka — powiemy
sobie o nich pod koniec tego materiatu. Tymczasem zobaczmy jeszcze, co sie dzieje, gdy nie jest spetnione
kolejne, 6. zatozenie KMINRL.

12



Testy zatozen o sktadnikach losowych — wykaz

» W tym miejscu, zanim przejdziemy do szczegdétowego omodwienia wybranych procedur testowych,
wymienmy tylko z nazwy te gtéwnie stosowane w praktyce:

> Testy (homo-/)heteroskedastycznosci: — Warto podkresli¢, ze wymienione obok: wszystkie testy
1) Goldfelda-Quandta normalnosci, a takze test Ljung-Boxa (na wystepowanie

autokorelacji) czy test White’a (na heteroskedastycznosé)

moga by¢ smiato wykorzystywane do testowania tych

3) White’a wtasnosci takze w odniesieniu do “zwyktych” zmiennych (a

nie tylko sktadnikdw losowych), jak np. zmiennej objasnianej

czy zmiennych objasniajgcych w modelu regresiji.

2) Breuscha-Pagana

» Testy (braku) autokorelacji:

1) Durbina-Watsona (i jego modyfikacje)

W kazdym z tych testow normalnosci rozktadu uktad hipotez

2) Ljung-Boxa
wyglada tak samo:

> Testy normalnosci rozktadu: Hy:Vie1s  &~N vs. H,: —H,
e —_ N—— ]
1) Doornika-Hansena sktadniki losowe MAJA sktadniki losowe NIE maja
rozktad normalny rozktadu normalnego

2) Kotmogorowa-Smirnowa Zatem w praktyce, by méc wykorzystaé¢ dowolny z nich, nie

3) Andersona-Darlinga trzeba znac szczegotdw technicznych odnosnie przebiegu

) ) samej procedury — wystarczy bowiem samo p-value by
4) Shapiro-Wilka dowiedziec sie, za ktdrg z hipotez opowiada sie dany test.
5) Lilieforsa Oczywiscie ,,Spimy bezpiecznie”, gdy wszystkie cztery testy
jednomyslnie wskazujg na te sama hipoteze.

6) Jarque-Bera

— Ponizej omowimy tylko te wyrdznione na niebiesko. Zaczniemy od testow na autokorelacje...
13



Test Durbina-Watsona

» W tescie DW dopuszcza sie — i testuje zarazem — wystepowanie autokorelacji &; tylko rzedu 1:

Vi = X + & (*)

E = PE—1 T U (**)

> Zatozenia testu Durbina-Watsona:

1) Réwnanie (*) musi zawiera¢ wyraz wolny;

2) Rownanie (*) nie moze zawiera¢ opdznionej zmiennej objasnianej (Vi_1, Vi—2, )

3) u, — pomocniczy sktadnik losowy o rozktadzie normalnym i ,swojej wtasnej” wariancji, u,~iiN (0, g?)

4) Zaktada sie, ze |p| < 1 (czylip € (—1,1))

5)p = p1 = Corr(e, &-1) =

Cov(et,Er—1)

62

» Uwagi:

Zasadniczo p € [—1, 1], ale z pewnych wzgleddw technicznych zaktada sie tu, ze p € (—1,1)
Rédwnanie (**) definiuje tzw. proces autoregresyjny rzedu 1 dla sktadnikéw losowych

Jezeli p = 0 (brak autokorelacji: biezacy sktadnik losowy NIE jest skorelowany z przesztym), to &; = ug,
wiec zatozenie 5.b KMNRL jest spetnione (bo u; jest spetnia)

Jezeli p # 0 (wystepuje autokorelacja —w domysle rzedu 1. — sktadnikdéw losowych) i wowczas
zatozenie 5.b KMNRL NIE jest spetnione = Jakie sg tego konsekwencje?

14



Test Durbina-Watsona

» Typy autokorelacji — w zalezno$ci od wartos$ci parametru p

p>0

autokorelacja dodatnia

p=0

brak autokorelacji

p<O0

autokorelacja ujemna

Autokorelacja dodatnia

Brak autokorelacji

Autokorelacja ujemna

et

o & A M o N & @

- Zanim sie wykona test autokorelacji sktadnikdw losowych, warto przygladnac sie wtasnie

wykresowi szeregu czasowego reszt

15



Test Durbina-Watsona

» Przebieg testu:

1) Po oszacowaniu wyjsciwego modelu regreji (*), obliczamy reszty, &;

T P 2
. ;s =\ Er—E&¢—
2) Obliczamy warto$¢ dep, = Lt ZZ(Tt gg 1)
t=1¢<t

® domp < 2 = podejrzewamy autokorelacje dodatnia

® domp = 2 = brak autokorelacji

® domp > 2 = podejrzewamy autokorelacje ujemna
3) Na podstawie d,, stawiamy odpowiedni uktad hipotez:

® d.mp < 2 = podejrzewamy autokorelacje dodatnia
® demp > 2 = podejrzewamy autokorelacje ujemng

4) Obliczamy wartosc statystyki testowej:

pw =

€ [0, 4] (&

— &;_41 = pierwszy przyrost reszt)

= Hyp:p=0 vs. H:p>0

brak
autokorelacji

= HO:pZO VS.Hl:p<O

brak
autokorelacji

demp © testujemyp >0
4 — deomp & testujemyp <0

16



Test Durbina-Watsona

» Przebieg testu —c.d.:
5) Z tablic testu DW odczytujemy dwie wartosci krytyczne: doing (d;) i gorng (dy) —w zaleznosciod T
ik—1
- Wartosci krytyczne zalezg od liczby obserwacji (T) oraz liczby regresorow bez wyrazu wolnego
(k —1)
6) Reguta decyzyjna:

e Jezeli DW < d; = Na danym poziomie istotnosci odrzucamy H, na rzecz H,. Stwierdzamy
zatem, ze sktadniki losowe charakteryzujg sie statystycznie istotng autokorelacjg
dodatnig/ujemng rzadu 1.

o Jezelid; < DW < dy = Test jest niekonkluzywny (nie rozstrzyga) = G.S. Maddala sugeruje,
by ,,na wszelki wypadek” odrzuci¢ H,

e Jezeli DW > d; = Na danym poziomie istotnosci NIE mam podstaw do odrzucenia H,.
Stwierdzamy zatem, ze sktadniki losowe NIE charakteryzujg sie statystycznie istotng

autokorelacja.
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Test Durbina-Watsona

> Uwagi koncowe:

1) W tescie DW nie mamy (tatwego) sposobu na wyznaczenie p-value
demp
2
3) Formalnie, odrzucenie H, implikuje wystepowanie autokorelacji rzedu 1., ale moze by¢ takze

symptomem wystepowania autokorelacji wyzszego rzedu - test Ljung-Boxa (o ktdorym juz niebawem) jest
pod tym wzgledem bardziej uniwersalny

2) Na podstawie wartosci d,y,,, mozna w przyblizeniu oszacowac p;: pL=1-—

4) W sytuacji wystepowania autokorelacji sktadnikow losowych, mozemy postgpi¢ dwojako:
e Do zbioru zmiennych objasniajacych wigczy¢ pierwsze opdzinienie zmiennej objasnianej (y;_1):

Ve = {é + dYiq t &
dotychczasowe

Iy
xtB

Taki model mozemy oszacowac zwyktg MNK. W tak rozszerzonym modelu sktadniki losowe moga

(choé nie muszg) sie okazaé juz wolne od autokorelacji (mozna to nieformalnie sprawdzi¢ za pomoca

statystyki DW — nieformalnie, bo taki model nie spetnia zatozen testu DW; patrzymy tylko czy depy

jest ,dostatecznie” bliskie wartosci 2, powiedzmy d,,,, € (1,85;2,15), bez c.d. testu)

e Zastosowacd tzw. Estymowang Uogodlniong MNK (EUMNK) — zajmiemy sie nig w przysztosci.
Niestety, da sie jg wykorzystac tylko w przypadku autokorelacji rzedu 1, a ponadto nie prowadzi do
rozbudowy modelu (o y;_4), co moze przyczynic sie w duzym stopniu do poprawy witasnosci
predyktywnych modelu
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Test Ljung-Boxa (autokorelacji sktadnikow losowych)

» Test Ljung-Boxa — ogdlniejszy niz test DW (dlaczego?)

» Nazwa testu: test Ljung-Boxa (niepoprawnie w niektérych opracowaniach: “Ljunga-Boxa”)

» Wprowadzmy oznaczenie p; wspotczynnika autokorelacji rzedu I € {1, 2, ... } sktadnikéw losowych:
Cov(es, &)

\/ Var(e)Var(ei—;)
Wartosci tych wspétczynnikdw oczywiscie nie znamy — w zatozniu 6 KMNRL zaktadamy tylko, ze
p; = 0 dla kazdego | = 1,2, ... Rozwazany tu test sprawdza, czy faktycznie mozna uznac, ze ciag
kolejnych wspdtczynnikdw p; sie zeruje (przy czym to, ile kolejnych wspodtczynnikdw testujemy,
musimy ustali¢ samodzielnie). W tym celu wykorzystuje sie oszacowania tych wspotczynnikéw, p;,
ktdre sg niczym innym, jak “zwyktymi” wspdtczynnikami korelacji pomiedzy resztami: biezgcymi i
tymi opdznionymi o [ okresow:

p1 = Corr (g, &) =

1 T A A 1 T A A
— T —1 th—1+l$t$t—l T —1 th=1+l€tgt—l
pr = Corr(e, &) = ~ =

1 1 A
th 1€t \/ _th 141 € t\/T——lZZ;{ tf2

— W Excelu:
=WSP.KORELACH(E(1 +1).7> €1.(7—1))

Ale po kolei — najpierw uktad hipotez (dotyczacy tych prawdziwych, nieznanych, a w nadziei
rownych zero wspotczynnikdw autokorelacji, czyli p; — bez daszka)
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Test Ljung-Boxa (autokorelacji sktadnikow losowych)

» Uktad hipotez: Hy:p1=p,=-=p,=0 vs. H:py#0Vp, #0V..Vp,#0
— Zauwazmy, ze uktad hipotez jest tu podobny do tego w tescie F

— Wartos¢ r musimy okreslic samodzielnie. W literaturze mozna znalez¢ zalecenie by przyjac
r = InT. Ponadto, mozna tez przeprowadzi¢ kilkukrotnie ten test, kazdorazowo przyjmujac inng
wartos¢ r, np.r = 1,5,10, 15.

» Statystyka testowa:
p L,
T—1

Q) =T(T+2) ).
[=1

— Przy prawdziwosci H, statystyka testu LB ma (asymptotycznie) rozktad y? o 7 stopniach swobody

_.III,-.I;_r'.:I \f
055

047
0.3+
0.2t/ '

1J.l'l

LINN]

o

e

S

=g B
|

=1

v

] 1

Uwaga: na powyzszym wykresie liczbe stopni swobody oznaczono symbolem k (zamiast r)

Zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-square distribution

— Wysokie wartosci statystyki testowej (w prawym ogonie rozktadu) przemawiajg za odrzuceniem H,,
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Test Ljung-Boxa (autokorelacji sktadnikow losowych)
> Wartos¢ krytyczna (dla poziomu istotnosci @) — oznaczamy jg symbolem xZ2, a obliczamy za pomoca
funkcji:

=ROZKtAD.CHI.ODW/(prawdopodobienstwo = a; stopnie_swobody =1r) (stara wersja)
=ROZKt.CHI.ODWR.PS(prawdopodobierstwo = «; stopnie_swobody =1r) (nowa wersja)
> Zbiér krytyczny — zawsze prawostronny: Z,, = (x2; +)

» Konkluzja testu:

e Jezeli Q(r) € Z, (lub réwnowaznie: Q(r) > x2), woéwczas odrzucamy H, na rzecz H;.
Stwierdzamy zatem, ze sktadniki losowe NIE sg NIESKORELOWANE, tzn. charakteryzujg sie
statystycznie istotng autokorelacjg, wiec zatozenie 5.b KMNRL NIE jest spetnione.

e Jezeli Q(r) & Z, (lub réwnowaznie: Q(r) < x2), wéwczas nie mamy podstaw do odrzucenia
H,. Mozemy zatem uzna¢, ze sktadniki losowe NIE sg zautokorelowane (tzn. NIE wystepuje
statystycznie istotna autokorelacja), wiec zatozenie 5.b KMNRL jest spetnione.

» p-value — obliczane za pomocg funkgji:
=ROZKtAD.CHI(x = Q(r); stopnie_swobody = 1) (stara wersja)

=ROZKt.CHI.PS(x = Q(r); stopnie_swobody = 1) (nowa wersja)
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Remedia — czyli co robi¢, gdy zat. 5.a, 5.b czy 6 KMNRL nie jest spetnione

» W tej sekcji wskazemy najpopularniejsze sposoby poradzenia sobie w sytuacjach wystepowania
(istotnej) autokorelacji czy tez heteroskedastycznosci sktadnikdw losowych, jak i niespetnienia
zatozenia o normalnosci ich rozktadu. Zacznijmy od...

» Autokorelacja stadnikow losowych — dwa sposoby:

l. Witaczenie do modelu dodatkowych zmiennych objasniajagcych w postaci opdznionych
wartosci zmiennej objasnianej (v;_1, y¢—», ...)

ALTERNATYWNIE (czyli w wyjSciowym modelu, bez stosowania rozwigzania l):

Il. Zastosowanie estymatora tzw. Estymowanej Uogodlnionej Metody Najmniejszych Kwadratow,
(EUMNK) — zamiast zwyktej MNK — w celu wyznaczenia nowych ocen punktowych parametréw
oraz poprawnych (nieobcigzonych, jak w zwyktej MNK) btedéw srednich szacunku
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Remedia — autokorelacja sktadnikéw losowych

e Ad I.| Pierwszym sposobem jest wigczenie do modelu regresji opdznionych wartosci zmiennej
objasnianej (w dodatkowych charakterze zmiennych objasniajgcych), co mozemy zapisac:

Ve = X3 + G1Ye-1 t PYe o+ DY, t &
dotychczasowe dodatkowe zmienne = opéznione wartosci y-ka,

regresory wraz
z ich parametrami

gdzie p = 1 oznacza maksymalne opdznienie uwzglednione w modelu. Cate rownanie daje sie zapisac
W znanej nam juz postacii y. =xf+¢&, gdze x;=[X; V-1 Vi-2 - Vi-pl, 23S
p = [E’ o1 Py .. qbp]’. Z tego wynika, ze tak rozbudowany model jest w dalszym ciggu modelem
regresji liniowej. Z drugiej strony, nie jest juz stricte KMNRL, gdyz zatozenie 2 (o nielosowosci
wszystkich “x-sow”) nie jest spetnione: te dodatkowe regresory, y;_1,Yt—2, .-, Yt—p — jako opdznione
wartosci y;, ktory jest przeciez losowy (zmienng losowg) — tez s3 zmiennymi losowymi. Tym samym
otrzymujemy przyktad tzw. Modelu Normalnej Regresji Liniowej z Losowymi Zmiennymi
Objasniajagcymi (MoNoRelLLZO <« szczyt twodrczosci akronimistycznej ;). Okazuje sie, ze taki model
(przy pewnych dodatkowych warunkach technicznych) mozna szacowac za pomocg zwyktej MNK —
estymator ten jest wéwczas nieobcigzony (cho¢ nie jest juz liniowy, gdyz w macierzy X znajduja sie
teraz wartosci zmiennej objasnianej, zatem wyrazenie § = (X'X)~1X'y NIE jest juz liniowa funkcja
obserwacji na “y-ku”). Ponadto, jesli tylko spetnione jest zatozenie, ze sktadniki losowe w tym modelu
sg nieskorelowane miedzy sobg (brak autokorelacji), wowczas mozemy takze oblicza¢ (i im ufac :)
btedy srednie szacunku w “standardowy” sposdb, tj. z macierzy V(,@) = s2(X'X)™1, a takze testowat
hipotezy i budowacd przedziaty ufnosci — tak, jak dotychczas.

wraz z "nowymi" parametrami
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Remedia — autokorelacja sktadnikow losowych
+ &

UWAGA: W szczegdlnym przypadku, model postaci
+ O1YVie1 T DYt PpYip
dodatkowe zmienne = opéznione wartoéci y-Ka,

LV 24
A% I.I
wraz z "'nowymi" parametrami

T

Yt =
detychezasowe
_FOgYeSOryWIaZ
el .

{

czyli po prostu
Vi = G1Vi-1+ P2Vea + o+ GpYiep + &
okreslamy mianem modelu autoregresyjnego rzedu p (ang. autoregressive model, autoregression), AR(p).

- Modele AR(p) sg niezwykle wazne! - przedmiot Analiza szeregow czasowych
+ &

+ G1Ye-1 T G2V + o+ DYy

dodatkowe zmienne = op6Znione wartosci y-ka,
wraz z 'nowymi" parametrami

Zatem na model postaci
Yt = Xef
——

dotychczasowe

regresory wraz

z ich parametrami

mozna spojrzec jako pewne uogdlnienie modelu AR(p), polegajace na wigczeniu do zbioru zmiennych
objasniajgcych (oprocz opdznien y;) pewnych dodatkowych, tym razem ,,zewnetrznych” regresoréw,

zawartych w wektorze X;.
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Remedia — autokorelacja sktadnikéw losowych

— Warto tu jeszcze wyjasni¢, DLACZEGO wtaczenie opdznien zmiennej objasnianej do modelu miatoby
“wyczysci¢” sktadnik losowy z autokorelacji? Udzielimy sobie tylko intuicyjnej odpowiedzi, bez wchodzenia
w formalizm. Otéz bardzo wiele zjawisk (nie tylko spoteczno-gospodarczych) charakteryzuje sie tym, ze ich
poziom w danym okresie (t) jest “jakos podobny” do tego z wczesniejszych okresow (najpewniej t — 1, ale
tezit—2,t— 3 itd.). Przyktadow mozna by tu podaé bez liku: inflacja, stopa bezrobocia, notowania na
rynkach kapitatowych, stopy procentowe, zuzycie energii elektrycznej itp. Oznacza to, ze wiele szeregow
czasowych odznacza sie po prostu autokorelacjg (dodatnig). Aby uja¢ w modelu regresji to skorelowanie
danej zmiennej y; w okresie biezagcym z jej przesztoscig (y;—1, V¢—2, ...) Wprowadzamy do niego wtasnie
opdznione wartosci tejze zmiennej, co w konsekwencji pozwoli lepiej modelowac¢ jej dynamike
(ksztattowanie sie w czasie). Co sie dzieje, gdy tego nie zrobimy? Mozna (zdecydowanie nieformalnie)
powiedzie¢, ze wszystko to, co nie zostalo ujete w czeSci systematycznej modelu regresji (tj. w
komponencie x;[) sitg rzeczy “lgduje” w sktadniku losowym (&;). Tak wiec, jesli autokorelacja danego
zjawiska (y;) nie zostata ujeta i “wymodelowana” poprzez wtasciwg specyfikacje modelu w jego
komponencie systematycznym (poprzez uwzglednienie w nim opdznienn zmiennej objasnianej), wéwczas
reszty z takiego modelu bedg sie charakteryzowac¢ autokorelacjg. Swojg drogg zaznaczmy takze, ze
podobne “przeniesienie” bedzie miato miejsce, gdybysmy modelujgc jakis szereg czasowy z ewidentng
sezonowoscig pomineli zupetnie zmienne sezonowe w specyfikacji rédwnania regresji — wowczas ta
sezonowoscC bedzie widocza w trajektorii reszt.

— Z powyzszych rozwazan wynika, ze “niekorzystne” (z punktu widzenia spetniania zatozen modelu)
wtasnosci reszt oszacowanego modelu mogg by¢ po prostu symptomem btedu specyfikacji modelu, a tym
samym cenng wskazowkg odnosnie tego, w ktorym kierunku go rozbudowac.
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Remedia — autokorelacja sktadnikéw losowych

— Woracajac do kwestii “zaradzenia” problemowi autokorelacji sktadnikdw losowych, powstaje pytanie o
to, ile powinno wynosi¢ p, czyli innymi stowy, ile opdznien zmiennej objasnianej nalezy uwzgledni¢ w
modelu regresji, gdy okaze sie, ze reszty faktycznie sg zautokorelowane. S3 rézne podejscia — tu podamy
sobie jedno z tych najczesciej wykorzystywanych w praktyce, a zarazem bardzo intuicyjne: doktadaj kolejne
opoznienia az do momentu, gdy reszty przestang przejawiaé autokorelacje. Zatem na poczatek szacujemy
“zwykty” model (tj. bez opdznien). Jesli reszty okazg sie zautokorelowane (w Swietle wynikéw stosownego
testu statystycznego, ktdry zaprezentujemy podzniej), wowczas uwzglednij w modelu tylko pierwsze
opo&znienie, tj. y;_1. Po oszacowaniu (zwyktg MNK) tak rozbudowanej specyfikacji, ponownie przeprowadz
test autokorelacji reszt — jesli ponownie wskaze on na wystepowanie statystycznie istotnej autokorelacji,
wowczas uwzglednij w modelu kolejne opdznienie, tj. y;_,. Po oszacowaniu takiego réwnania, ponownie
zbadaj autokorelacje reszt itd... W praktyce czestokro¢ okazuje sie, ze uwzglednienie maksymalnie dwoch
opoznien jest juz wystarczajace.

Testem, ktorym kazdorazowo w powyziszym postepowaniu mozna wykorzysta¢é do badania
autokorelacji reszt (w modelach z kolejnymi opdznieniami ,y-ka”) jest test Ljung-Boxa. Jesli zas chodzi o
test Durbina-Watsona, to formalnie w sytuacji uwzglednienia opdznionej zmiennej objasnianej w modelu
NIE mozna go stosowal. Niemniej czestokro¢ i tak sie go poniekad wykorzystuje — obliczajgc wartosc
statystyki d.p,p, @ nastepnie patrzac tylko, czy d.,, jest ,dostatecznie” bliskie wartosci 2, powiedzmy
demp € (1,85; 2,15). Wtedy nie przeprowadza sie petnej procedury testowej (nie wyznacza sie wartosci
krytycznych itd.), a tylko wtasnie przyglada sie samej wartosci d ., (dlatego jest to podejscie nieformalne).
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Remedia — autokorelacja sktadnikéw losowych

Ad Il.| Drugi sposob to zastosowanie estymatora tzw. Estymowanej Uogdlnionej MNK (EUMNK) —
w szczegotach zajmiemy sie nig w przysztosci, a tu uczynimy tylko kilka uwag.

- Gdy wystepuje autokorelacja sktadnikéw losowych, wowczas estymator zwyktej MNK, ,@, jest
nadal estymatorem liniowym, zgodnym i nieobcigzonym (ta ostatnia wifasnos$¢ jest dla nas
kluczowa), ale traci swojg efektywnos¢. Oznacza to, ze oceny uzyskane za pomocg zwyktej MNK s3
w dalszym ciggu poprawne i ,sensowne”, ale wéwczas lepszy (czyli o mniejszym rozproszeniu) moze
— choé nie musi — okazac sie estymator EUMNK, ktoéry:

e nie jest estymatorem liniowym (bo sie okaze nieliniowg funkcjg obserwacji na zmiennej
objasnianej); niemniej jednak w dalszym ciggu, podobnie jak MNK, da sie go tatwo zastosowa¢

e jest zgodny i nieobcigzony (jak zwykta MNK)

e jest asymptotycznie efektywny, czyli jest efektywny (o najmniejszym rozproszeniu spos$rod
wszystkich estymatoréw nieobcigzonych, w tym MNK), ale tylko asymptotycznie, tj. przy
zatozeniu, ze T — oo. Zatem w skornczonej probie (z ktérg, de facto, mamy do czynienia zawsze
:) tak naprawde nie wiemy, czy zastosowanie EUMNK da nam precyzyjniejsze oceny
parametrow niz te ze zwyktej MNK. Mozemy miec jednak nadzieje, ze im bardziej liczebna
proba dysponujemy, tym w istocie tak wtasnie jest.

e Btedy Srednie szacunku estymatora EUMNK nie sg juz niedoszacowane (tak jak te w zwyktej
MNK), ale z drugiej strony majg charakter tylko (znowu) asymptotyczny, czyli sg prawidtowe, o
ile T — oo. W praktyce zatem (gdzie zawsze przeciez T < o0) btedy Srednie szacunku z EUMNK
sg tylko przyblizone, chod stusznie jest oczekiwac, ze to przyblizenie jest tym doktadniejsze, im
wyzszg liczbg obserwacji dysponujemy.
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Remedia — autokorelacja sktadnikéw losowych

- Niestety, zastosowanie EUMNK ma tu pewne ograniczenia:

1. Po pierwsze, metode te mozemy wykorzystac tylko w sytuacji autokorelacji rzedu 1, a nie wyzszego.

2. Po drugie, cho¢ metoda ta da nam ,,poprawione” oceny parametréow i poprawne (w odréznieniu od
tych ze zwyktej MNK, przynajmniej w przyblizeniu) btedy srednie szacunku parametréw, tak jednak
nie ubogaci struktury modelu — poprzez witaczenie dodatkowych zmiennych objasniajacych w
postaci opdznien zmiennej objasnianej, co ma miejsce w przypadku rozwigzania I. Jest to akurat o
tyle wazne, ze wigczenie tego typu dodatkowych regresoréw do modelu zwykle w duzym stopniu
przyczynia sie do poprawny nie tylko jego dopasowania ,,w prébie”, ale — co nawet wazniejsze —
wtasnosci predyktywnych. Szczegdtami zajmiemy sie w przysztosci.
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