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Wprowadzenie

» Przypomnijmy punkt wyjscia naszych rozwazan, czyli zapis réwnania regresji (w domysle: spetniajace;j
wszystkie zatozenia KMNRL):
Ve = Bo + Pixer + Baxez + -+ BrXex + &
lub zwiezlej, korzystajac z rachunku wektorow:

Ve = Xtf + &
gdzie x; = [1 xpq Xp5 ... Xigl,za$ B =[Bo B1 By - Bx] (<« transpozycja konieczna)

» Zaraz we wprowadzeniu do materiatu poswieconego testowi t-Studenta zadaliSmy sobie kluczowe
pytanie: do czego w praktyce mozna wykorzystac taki model (oczywiscie, po jego oszacowaniu)?

WskazaliSmy na jego dwa gtéwne zastosowania:

1) Do prognozowania wartosci zmiennej objasnianej, y; (przy zadanych wartosciach regresorow,
czyli “iksow”)

2) Do wnioskowania statystycznego o prawdziwych (zawsze nieznanych i niepoznawalnych)
wartosciach parametrow, ktore odzwierciedlajg wptyw poszczegdlnych zmiennych
objasniajgcych na zmienng objasniana

O ile zagadnienie wnioskowania statystycznego w KMNRL juz w duzej mierze omowilismy (test t,
przedziaty ufnosci, test F), o tyle tematyke prognozowania (inaczej: predykcji) odraczalismy az dotad

» W niniejszej prezentacji dowiemy sie, jak mozna wykorzysta¢c KMNRL do prognozowania ,y-ka”, czyli
zmiennej objasnianej, cho¢ o samych podstawach teoretycznych predykcji w statystyce/ekonometrii
powiemy bardzo niewiele — jest to bowiem osobny dziat, ktéremu poswiecony jest osobny przedmiot
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Wprowadzenie

» Zanim przejdziemy do konkretédw wyjasnijmy tylko, ze sam termin prognoza pochodzi od greckiego
potagczenia stow pro- (=przed) i gnosis (=wiedza), co w wolnym ttumaczeniu na jezyk polski oznacza
prze-widywanie, “przed-wiedzenie”, czyli wiedze o lub znajomosc czegos zanim to sie wydarzy, zanim
to nastgpi. W jezyku polskim, terminem réwnowaznym do prognozy jest predykcja, etymologicznie
powstaty z potgczenia tacinskich stéw: prae- (=przed) i dicere (=modwic¢). Termin ten jest stosowany
przede wszystkim wtasnie w kontekscie statystycznych/ekonometrycznych metod przewidywania.



Predykcja punktowa

» Przypomnijmy, ze w rownaniu KMNRL wyrézniamy dwie czesci: systematyczng (inaczej zwang
deterministyczng) oraz stochastyczng (sktadnik losowy, bedgcy w KMNRL jedyng przyczyng losowosci
obserwowanej w wartosciach zmiennej objasnianej):

Ye = Bo + Bixer + Baxez + o+ + Brxex + £t
czes¢ systematyczna cze$¢ stochastyczna
(in.:deterministyczna) modelu modelu (sktadnik losowy)

» Z zatozen KMNRL wynika, ze gdyby nie wystepowaty zaburzenia losowe (tj. &, = 0), woéwczas — w
Swietle powyzszego zapisu — przy danych/ustalonych wartosciach zmiennych objasniajgcych
(X¢q, X190, .o, Xex) Nalezy przewidywad/oczekiwad, ze warto$¢ zmiennej objasnianej wyniesie dokfadnie
tyle, ile wynika z czesci systematycznej modelu, czyli By + f1X¢1 + PaXxep + -+ + BrXek. Zwrocmy
uwage, ze wyrazenie to stanowi nic innego jak wartos¢ teoretyczng zmiennej objasnianej (przy
ustalonych ,iksach”), tyle tylko, ze jeszcze tg ,nieoszacowang” (bo z parametrami, a nie z ich
ocenami). Nieco formalniej, majgc na uwadze warto$¢ oczekiwang zmiennej objasnianej mozemy
zapisac:

E(y:) = E(Bo + BiXt1 + BaXez + -+ + Brxex + &) = E(Bo + P1Xe1 + BaXep + -+ + Brxex) + E (&)
= o + BiXe1 + BoXep + 0 F BrXex = X B

przy czym w powyzszym rozumowaniu wykorzystano fakt, ze wartos¢ oczekiwana sumy pewnych

komponentdw to suma ich wartosci oczekiwanych (E(X +Y) = E(X) + E(Y)), oraz zatozenia KMNRL

(wartos¢ oczekiwana sktadnika losowego wynosi 0, zas wszystkie ,iksy” i parametry to pewne state,

wiec warto$¢ oczekiwana z nich to te same state: E(c) = ¢, gdzie ¢ to pewna wielko$¢ stata, t;j.
nielosowa).



Predykcja punktowa

» Otrzymane wyrazenie: By + B1X¢1 + LBaXiy + -+ BrXex (czyli x:f) moglibysmy oznaczy¢ symbolem
V:, gdyby nie to, ze juz wczesniej przywykliSmy nim oznacza¢ tak naprawde oszacowanie tego
wyrazenia — oszacowanie, w ktdrym w miejsce parametrow wstawiamy ich oceny MNK:

Ve = x¢B = Bo + B1Xer + BaXez + - + PrXek
| przy tej konwencji pozostaniemy, zeby nie wprowadzac niepotrzebnego zametu :)

» Tak naprawde, co do istoty, to powyzszy zapis definiuje nam wtasnie warto$é prognozy punktowej
zmiennej objasnianej — przy ustalonych na danym poziomie wartosciach zmiennych objasniajgcych.
Jednak dla_odrdznienia tych wartosci teoretycznych w prébie (odpowiadajgcych zaobserwowanym
wartosciom zmiennej objasnianej), z ktdrymi mieliSmy do czynienia dotychczas, od tych wartosci
teoretycznych, ktore wyznaczamy dla dowolnego, interesujgcego nas zestawu wartosci
poszczegdlnych zmiennych objasniajgcych — chcac wtasnie przy nich przewidzie¢/prognozowaé
wartoé¢ “y-ka” — te ostatnie bedziemy oznacza¢ symbolem §f (z indeksem gérnym “P” — od stowa
“predykcja”). Zatem réznica pomiedzy tymi dwiema de facto wartoSciami teoretycznymi tkwi tylko w
kontekscie, nie zas w sposobie obliczania.

» Predykcji “y-ka” dokonujemy przy zadanych wartosciach zmiennych objasniajgcych. W zwigzku z tym,
w kontekscie predykcji bedziemy takze i te ostatnie wyrdznia¢ poprzez umieszczenie symbolu “P” w
indeksie gérnym: xf;, x5, ..., Xix




Predykcja punktowa

» Podsumowujac, chcac wykorzystaé oszacowany model regresji do prognozy, w pierwszej kolejnosci
zadajemy (w jakis sposdb, pdoki co “niewazne jaki”) wartosci zmiennych objasniajgcych i zestawiamy je
w ich wektorze:

P _ P P P
xe =1 Xp1 Xtz - Xigl,
a nastepnie — wraz z wektorem ocen parametréw, 8 — podstawiamy do dobrze znanego wzoru na

wartosc¢ teoretyczng, tym samym uzyskujgc wartos¢ prognozy punktowej (w skrocie, po prostu:
prognoze) zmiennej objasniane;:

» Mozna pokazac, ze wzoér ten definiuje tzw. optymalny predyktor — taki, ktéry minimalizuje wartos¢
oczekiwang kwadratu bftedu prognozy, gdzie przez ten ostatni rozumie sie rdznice pomiedzy
prognozowang wartoscig (inaczej: wartoscig, ktéra podlega prognozie, czyli y') a wartoscig prognozy
(V).

— Pewien “niepokdj” moze budzi¢ sformutowanie “prognozowana warto$¢” — uzyte powyzej w
odniesieniu do y/, a nie — jak mozna by sie spodziewa¢ — do $F. Te subtelng kwestie jezykowa
wyjasniamy na kolejnym slajdzie :)



Predykcja punktowa

> Wtret terminologiczno-jezykowy

W zagadnieniu prognozowania mamy do czynienia jednoczesnie z dwiema wielkosciami:
prawdziwg/faktyczng/empiryczng wartoscig prognozowanej zmiennej (oznaczang symbolem yf) oraz
jej prognoza (PF). Dobrze jest, w zwigzku z tym, uporzadkowaé sobie znaczenie i mozliwosci
stosowania absolutnie podstawowego terminu, ktérym jest “prognozowana wartosc¢”. Jego uzycie —
cho¢ powszechne — moze w istocie by¢ obarczone pewng niejednoznacznoscig, wynikajgcga z tego, ze —
jak to tu wyjasnimy — sformutowanie to moze by¢ uzyte zaréwno w odniesieniu do y/, jak i 7. Z
jednej strony, pod pojeciem “prognozowana wartos¢” mozemy rozumieé faktyczng (tg prawdziwg)
wartos$é prognozowanej zmiennej, czyli yf — jednak tylko wtedy, gdy owo sformutowanie petni funkcje
skrotu myslowego od “wartos¢, ktora podlega prognozie, ktora jest przedmiotem przeprowadzanego
prognozowania”. W tym witasnie znaczeniu zostato ono uzyte na poprzednim slajdzie.

Natomiast z drugiej strony, ten sam zwrot “prognozowana wartos¢” moze oznaczac de facto uzyskang
juz warto$¢ samej prognozy, czyli 7 — wtedy, gdy przez to sformufowanie rozumiemy “warto$é
bedaca efektem, skutkiem prognozowania; wy-prognozowang wartos¢”. Wydaje sie, ze to drugie
uzycie jest i powszechniejsze, i tym samym bezpieczniejsze...



Predykcja punktowa

» Przechodzgc tagodnie do kolejnej kwestii podkresimy raz jeszcze, ze prognoza w modelu regresji ma
charakter warunkowy, gdyz odbywa sie przy ustalonych wartosciach regresoréow (przyjecie innych
wartosci “iksow” bedzie z reguty skutkowato inng wartosciag prognozy). Jesli zas chodzi o sposéb
ustalania wartosci zmiennych objasniajacych, przy ktérych przeprowadzamy predykcje, to przede
wszystkim najlepiej jest skorzystaé z jakichs metod pomocniczych stuzgcych prognozie (o ktédrym pare
stow ponizej), lub ewentualnie zadac je samodzielnie (by¢ moze po prostu nas interesuje predykcja “y-
ka” przy jakis konkretnych “naszych iksach”; mozna takze przeprowadzac¢ prognozy scenariuszowe,
rozwazajgc jednoczesnie rézne zestawy “iksow”). W celu wyjasnienia tych dwdch podejs¢ rozwazmy
dwa konteksty — wytaniajgce sie z uwagi na typ danych, dla ktorych zbudowano dane model regres;ji:
danych przekrojowych albo szeregdw czasowych.



Predykcja punktowa

> Predvkcja w kontekscie danych przekrojowych (in.: przestrzennych)

Tu wartoéci x5y, xf,, ..., x. mozemy zada¢ zgodnie z tym, “co nas interesuje”, bez koniecznosci
postugiwania sie jakimis dodatkowymi metodami prognozy kazdego z “ikséw” z osobna. Jako przyktad
rozwazmy sytuacje, w ktorej zbudowaliSmy model dla zaobserwowanych cen sprzedazy lokali
mieszkaniowych w Krakowie w 2019 r., a do wyjasnienia ich zréznicowania (zmiennosci) postuzylismy sie
wybranymi ich trzema charakterystykami: liczba pokoi (x;1), numer pietra (x;,) i metraz (x;3). Dajmy na
to, ze z jakichs przyczyn (bo np. znajomy szuka mieszkania do kupienia) chcemy sie dowiedzieé, ile
orientacyjnie (czyli przecietnie, Srednio rzecz biorgc) moze kosztowaé 4-pokojowe mieszkanie na 2.
pietrze, o tacznej powierzchni 70 m2. Przyjmujemy zatem: xI; = 4, x{, = 2 oraz x; = 70, i zestawiamy
te wartosci w wektorze x7:
xp =[1 xiy x5 x3]1=[1 4 2 70]

Zauwazmy, ze w zwigzku z (domysinie) wystepujgcym w modelu wyrazem wolnym (jako pierwszy
parametr w réwnaniu, 3,), ha pierwszej wspotrzednej wektora x! musi sie znajdowac wartosé ,1”.
Oszacowawszy wczesniej model na podstawie dostepnych danych (czyli pewnej proby mieszkan),

prognoze punktowg ceny takiego mieszkania uzyskujemy za pomocg opisanego wyzej wzoru na 375:

Ve =x(p

...i1 voila!
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Predykcja punktowa

> Predvkcja w kontekscie szeregdw czasowych

Przejdzmy teraz do drugiego kontekstu, a mianowicie do prognozy w modelu zbudowanego dla danych
czasowych.

Dajmy na to, ze zbudowalismy bardzo prosty model(-ik) dla szeregu czasowego przecietnych
miesiecznych cen mieszkan w Krakowie (y;, w zt), a w charakterze zmiennych objasniajgcych — w sumie
tylko dwoch — wykorzystalismy:
® x;q =t czyli zwykty trend liniowy, ujmujacy swoistg tendencjg rozwojowg cen na krakowskim rynku
nieruchomosci; tak wiec t =1,2,...,T oznacza numer kolejnych obserwacji — o czestotliwosci

miesiecznej, dajmy na to pochodzacych z lat 2018 i 2019 (zatem dysponujemy T = 24
obserwacjami)

® X;» — przecietny miesieczny dochdd gospodarstwa domowego w Krakowie (mierzacy poziom
zamoznosSci Krakowian); zmienna wyrazona w zt/osobe w g.d.

Tak wiec rozwazamy model postaci: y; = By + 1t + BoXso + &

Przypusémy, ze (catkiem naturalnie) interesowataby nas prognoza przecietnej miesiecznej ceny mieszkan
w Krakowie na kolejny po ostatniej obserwacji w probie okres wprzod, czyli na styczen 2020 .
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Predykcja punktowa

> Predvkcja w kontekscie szeregdw czasowych — c.d. (1)

Powstaje teraz pytanie: jakie nalezatoby przyja¢ wartosci zmiennych objaéniajacych, tj. t¥ i x},?

Dla trendu odpowied? jest oczywista: t¥ = T + 1 = 25 poniewaz prognozujemy na pierwszy okres
(miesiac) poza préba (gdybyémy prognozowali na luty 2020, wéwczas oczywiscie t¥ =T + 2 = 26, na
marzec: t¥ =T + 3 = 27 itd.).

Jesli zas chodzi o wartos¢ xfz (przecietny miesieczny dochdd g.d. w Krakowie), to tutaj musimy sie
zastanowic. Jasne, ze mozemy sobie zadac jakas zupetnie arbitralng wartos¢ (,,z kosmosu”). Nie wiadomo
jednak, czy miataby ona w ogdle sens, bo jesli — przyktadowo — przez ostatni kwartat 2019 r. (czyli 3
ostatnie obserwacje w probie) odnotowalismy kolejno takie wartosci zmiennej x;,: 1500 zt, 1550 zt i
1580 zt, to czy jest sens przyjmowac, ze w kolejnym miesigcu (czyli juz w styczniu 2020 r., tj. wiasnie w
naszym okresie prognozy) wartos$¢ ta wyniesie np. xf, = 2500 z{? Dobrze méwicie(!): No raczej nie :)
Cho¢, istotnie, od strony technicznej nic nie stoi po temu na przeszkodzie (wzory matematyczne s3
cierpliwe prawie jak papier — wiele przyjmag ;), bo jak do wzoru na prognoze wstawimy takg wartos¢, to z
pewnoscig ,jakis tam” wynik otrzymamy — ale czy taka predykcja bedzie wiarygodna? Taaak, dobrze
mowicie(!): Nie ;)

— Krétko moéwigc: zeby prognoza wartosci zmiennej objasnianej miafta sens, to i przyjete wartosci
zmiennych objasniajagcych muszg go mie¢ (a nieco bardziej formalnie: ekstrapolacja — czyli
,przedtuzenie” — wartosci zmiennych objasniajacych poza okres proby musi by¢ uzasadniona :)
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Predykcja punktowa

> Predvkcja w kontekscie szeregdw czasowych — c.d. (2)

Powyzsze rozumowanie prowadzi nas do kolejnego (znowu) pytania: To skad wzig¢ — w naszym
przyktadzie — sensowng wartosc xtpz, przy ktoérej nalezatoby sporzadzi¢ prognoze ceny mieszkan w
Krakowie? Podejs¢ jest kilka — jedne mniej, inne bardziej arbitralne (czyli uznaniowe). Odnosnie tych
drugich, to najzwyczajniej w Swiecie my — jako autorzy tej prognozy — mozemy po prostu uzna¢, ze w
styczniu 2020 r. wartos¢ x;, bedzie wynosita 1600 zt — spogladajagc na poprzedzajgce ten okres
wczesniejszy poziom i tendencje rozwojowg tej zmiennej. Taka wartos¢ wyglada na catkiem ,,sensowng”,
jednak nie bardziej niz np. 1590 zt czy 1610 zt. Wszystkie te ,propozycje” sg jednak w dalszym ciggu
czysto uznaniowe (a zatem arbitralne), cho¢ owszem, zadajac je na ,takim, a nie innym” poziomie
sposob staramy sie, aby nawigzywaty one do tego, co ze zmienng Xx;, dziato sie do momentu
wyznaczania prognozy. Chcac jednak by¢ nieco mniej arbitralnym, najzwyczajniej w Swiecie mozemy
skonstruowac dla zmiennej x;, jakis osobny model (,na boku”) i z niego wyznaczy¢ prognoze jej wartosci

na 6w styczed 2020 r., ktérg to prognoze, jako xi,, mozemy nastepnie wykorzysta¢ do obliczenia

prognozy y; .
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Predykcja punktowa

> Predvkcja w kontekscie szeregdw czasowych — c.d. (3)

Takze i tu powstaje jednak pytanie: jaki ,pomocniczy” model zbudowac dla zmiennej? Wybdr jest dosc
szeroki — obok mozliwosci zbudowania po prostu jakiego$ osobnego modelu regresji, w ktérym zmienna
X, byta akurat zmienng objasniang (i, tym samym, prognozowang), istnieje cata grupa (klasa) tzw.
modeli adaptacyjnych, réznigcych sie w swojej konstrukcji zasadniczo od typowych modeli regresji tym,
ze nie ma w nich zmiennych objasniajgcych, a catg dynamike (trend, wahania sezonowe) danej zmiennej
modeluje sie za pomocg roznych technik ,, wygtadzania” (ang. smoothing) jej zaobserwowanych wartosci.
Wsrdéd nich najpopularniejsza jest rodzina tzw. modeli wygtadzania wykfadniczego (ang. exponential
smoothing models/methods). Najprawdopodobniej zapoznajg sie z nimi Paristwo na innym przedmiocie

)
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Predykcja punktowa

» Predykcja w kontekscie szeregdw czasowych — c.d. (4)

Nierzadko, jako takie ,,pomocnicze” modele prognostyczne wykorzystywane sg tez tzw. modele
autoregresyjne (ang. autoregression models), w ktérych — jak sama nazwa wskazuje — do objasnienia
biezgcej wartosci danej zmiennej (w naszym przyktadzie bytaby to zmienna x;,) wykorzystuje sie
zmienne objasniajgce (jak w regresji) bedace jednak tylko opoznionymi wartosci samej zmiennej
objasnianej (czyli tu: x,_1 5, X¢_5, itd.), a nie jakimis dodatkowymi, ,zewnetrznymi” regresorami (jak
w typowej regresji). W ogolnej postaci — dla pewnej zmiennej z; — model autoregresyjny rzedu p €
{1, 2, ...} (oznaczany w dalszym ciggu jako AR(p)) mozemy zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

Zy = Qg+ Zpq T ApZtp t o ApZpp + U

gdzie z;,_; oznacza wartosc i-tego opoznienia zmiennej objasnianej (i = 1, 2, ..., p), ag, Ay, ..., & 53
parametrami, zas u; — sktadnikiem losowym. Wartos¢ p nazywamy rzedem autoregresji i oznacza ona
numer najdalszego opdznienia uwzglednionego w modelu. Rzgd autoregresji ustalamy arbitralnie lub za
pomocg stosownych miernikdw dopasowania. Model AR moze by¢ traktowany jako regresja liniowa, lecz
juz nie jako KMNRL, gdyz nie jest spetnione 2. zatozenie tego ostatniego, a mianowicie o wartosciach
zmiennych objasniajgcych nie mozemy juz zatozy¢ (mniej lub bardziej , frywolnie”), ze sg wielkosciami
nielosowymi (jak to sie wtasnie zaktada w KMNRL), gdyz na mocy konstrukcji powyzszego réwnania
wszystkie wartosci zmiennej z; (dla dowolnego t, wiec takze z;_4, z;_, itd.) — bedgc funkcjami
sktadnikéw losowych (a zatem zmiennych losowych) — sg zmiennymi losowymi. Niemniej, modele AR

mozemy szacowac za pomocg znanej nam juz MNK, o czym powiemy sobie jednak innym razem...
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Predykcja punktowa

» Podsumowujgc: w KMNRL, posiadajac oceny parametrow modelu, zestawione w wektorze ,5’, oraz
“jakos tam” dobrane/zadane wartosci zmiennych objasniajgcych, zestawione w wektorze

xf= [1 xf1 xfz xtPK]

prognoze punktowg zmiennej objasnianej, y;, obliczamy za pomoca formuty:
Y = x{ IB

» Jednostka, w ktérej wyrazona jest wartos¢ prognozy jest oczywiscie ta sama, co i prognozowanej
zmiennej (czyli zmiennej objasnianej)

» Interpretacje wartosci prognozy punktowej — zresztg bardzo naturalng i oczywistg — oméwimy na
przyktadach dopiero w dalszej czesSci tego opracowania

» Tymczasem przejdzmy do omowienia sposobu pomiaru niepewnosci predykcji punktowej, gdyz —
podobnie jak sie to miato z ocenami parametrow — samo stwierdzenie, ze prognoza “czegos tam”
wynosi np. 300 000 zt jeszcze “wiosny nie czyni”, bowiem przewidywanie punktowe (podobnie jak
punktowe oceny parametrow modelu) musimy jeszcze uzupetni¢ o ocene naszej niepewnosci z nim
zwigzanej, czyli innymi stowy, o informacje: o ile, mniej wiecej, mozemy sie myli¢ przewidujgc “cos
tam” na poziomie tych 300 000 zt. Przechodzimy zatem do...
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Pomiar niepewnosci prognozy punktowej: sredni btagd predykcji ex ante

» Ocena niepewnosci zwigzanej z prognozg punktowg polega — catkiem intuicyjnie — na okresleniu tego,
oile (Srednio rzecz biorgc) mozemy sie myli¢ prognozujgc wartos¢ danej zmiennej objasnianej na
poziomie witasnie jej prognozy punktowej — oczywiscie:

e w stosunku do prawdziwej/faktycznej wartosci tej zmiennej;
e W jednostce tej samej, co i prognozowana zmienna;
e przy danym zestawie wartosci zmiennych objasniajgcych.

» Poniewaz przedmiotem tego pomiaru jest przecietna rdznica pomiedzy faktyczng wartoscig danej
zmiennej a wartoscig jej prognozy (czyli pewng wartosScig “teoretyczng”), do jego przeprowadzenia
potrzebujemy jakiego$ “odpowiednika” — uwaga: nie, nie btedu Sredniego szacunku (mierzacego
przecietng réznice pomiedzy prawdziwg a oszacowang wartoscig parametru), ale — odchylenia
resztowego (s, wyznaczanego w celu okreslenia przecietnej rdznicy pomiedzy zaobserwowanymi a
teoretycznymi wartosSciami zmiennej objasnianej). Tym “odpowiednikiem” odchylenia resztowego
wyznaczanym tu dla pojedynczej prognozy jest tzw. sredni btad predykcji ex ante.!

! Ten faciniski dopisek “ex ante” wystepujacy w nazwie rozwazanego miernika oznacza, ze warto$¢ tego ostatniego wyznaczamy przed
poznaniem/zaobserwowaniem faktycznej wartosci zmiennej — wtedy bowiem nie jesteSmy w stanie okresli¢ doktadnego btedu prognozy
(czyli zwyktej roznicy pomiedzy wartoscig prognozy a zaobserwowanqg wartoscig prognozowanej zmiennej), wiec mozemy “tylko” okresli¢,
jakiej mniej wiecej (czyli przecietnie, Srednio rzecz biorgc) pomytki mozemy sie spodziewac. Nie bedziemy sie tu jednak zajmowa¢é
tematem tzw. bteddéw predykcji ex post (czyli tych, ktére wyznaczamy po zaobserwowaniu i w stosunku wtasnie do faktycznej,
zrealizowanej wartosci zmiennej prognozowanej) — prawdopodobnie zostang one omdéwione w ramach osobnego przedmiotu.
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Pomiar niepewnosci prognozy punktowej: sredni btagd predykcji ex ante

» Zanim podamy jego wzér, chciejmy wpierw zrozumieé, czym w ogdle jest. W tym celu wprowadzmy tu
dos¢ oczywistg w tym kontekscie wielkos¢ — po prostu, ,,zwyczajny” btad prognozy:
& =y =9t
ktéry stanowi ,zwykty” rdéinice pomiedzy faktyczng wartoécia prognozowanej zmiennej (yf)
a prognozowang wartoscig tej zmiennej (inaczej, po prostu: wartoscig prognozy, 37{?)

» Pomijajgc tu szczegétowe wyprowadzenie, powiedzmy sobie tylko tyle, ze zapowiedziany wczesniej
sredni btad predykcji ex ante stanowi nic innego, jak oszacowanie odchylenia standardowego btedu
prognozy (podobnie jak odchylenie resztowe stanowi oszacowanie odchylenia standardowego reszt) i
dlatego informuje nas o przecietnej réznicy pomiedzy y a . Mozna pokazaé, ze wariancja btedu
prognozy wynosi o?[1+ xF(X'X)"1xl'], wiec przechodzagc na odchylenie standardowe
pierwiastkujemy to wyrazenie; dodatkowo, w miejsce nieznanej wariancji sktadnika losowego (o ?)
wstawiamy jej oszacowanie, czyli wariancje resztowa, s2.

» W zwigzku z powyzszym wyjasnieniem, sredni btad predykcji ex ante dany jest formuta:

st = \/52[1 + xf (X'X)"1xl']

— Uwaga: poniewaz w praktyce mozemy chcie¢ wyznaczac kilka prognoz jednoczesnie, dlatego indeks
,t” W oznaczeniu sf’ nie powienien by¢ pomijany (dla réznych prognoz mozemy wtedy zapisaé: sf, s¥
itd.). Jesli jednak przedmiotem prognozowania jest tylko jedna wartosé¢, woéwczas indeks ten jest
nadmiarowy — mozna go pominaé (zapisujac s¥), a mozna tez ,po prostu” zostawi¢ (zapisujac sf).
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Pomiar niepewnosci prognozy punktowej: sredni btad predykcji ex ante

> Przygladajac sie formule na sf zwréémy uwage, czego potrzebujemy do jej obliczenia:
e wariancji resztowej (s?) — oczywiscie tej w modelu, za pomoca ktérego dokonujemy prognozy
e wektora x oraz jego transpozycji (xf’)

e macierzy (X'X)™! — te albo juz mamy (jesli formute na B = (X'X)~1X'y wprowadzaliémy w
arkuszu recznie ,krok po kroku”), albo potrzebujemy jg wtasnie teraz obliczy¢ gdzies ,,na boku”

— Pytanie na pomyslunek: jakich wymiaréw bedzie wyrazenie xf(X'X) 1x!’, a w konsekwencji

takze samo sf'?

> Warto$¢ st (ktéra jest wyrazona w tej samej jednostce, co i prognozowana zmienna) informuje nas,
o ile $rednio rzecz biorgc mozemy sie myli¢ prognozujac warto$¢ zmiennej objasnianej na poziomie pf
(przy zadanych wartosciach zmiennych objasniajacych) — oczywiscie w stosunku do prawdziwej
wartosci prognozowanej zmiennej.
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Pomiar niepewnosci prognozy punktowej: wzgledny btad predykcji ex ante

> Zauwazmy, ze podanie samej wartoséci s{, przyktadowo sf = 1000 zt jeszcze nie pozwala nam
,odczu¢” tego, czy to duzo, czy tez mato. Odruchowo chcielibysmy odnies¢ te wartos¢ do wartosci
samej prognozy, celem okreslenia wzglednego btedu predykcji, wyrazonego procentowo jako utamek
wyznaczonej wczesniej wartosci prognozy punktowe,;.

» Powyzsze rozumowanie prowadzi nas do zdefiniowania tzw. wzglednego btedu predykcji ex ante:
P

S
VP =—5-100
|9 |

gdzie przemnozenie przez czynnik ,, 100” zapewnia wyrazenie wartosci miernika w procentach.

» Do interpretacji wartosci Iy “zabieramy” sie analogicznie, jak w przypadku wspdtczynnika zmiennosci
resztowej, V; (przypomnijmy: wykorzystywanego w ocenie dobroci dopasowania modelu do danych).
O ile wartos¢ I interpretowalismy w potaczeniu z odchyleniem resztowym, s (w jednym,
rozbudowanym zdaniu), o tyle w ten sam sposdb postgpimy tutaj, tgczagc w jednym zdaniu
interpretacje obydwu rozwazanych btedéw predykcji ex ante: $redniego (sf) i wzglednego (V).
Konkretny przyktad zostanie zaprezentowany w dalszej czesci tego materiatu (pod koniec).

» Wzgledny btad predykcji ex ante mozna wykorzystaé do okreslenia tzw. dopuszczalnosci prognozy:
méwimy, ze prognoza na poziomie P; jest dopuszczalna, jesli V¥ nie przekracza 10% (V7 < 10%).
Zaznaczmy jednak, ze ta progowa wartos¢ 10% jest tylko umowna, zwyczajowa — nie wynika bowiem z
zadnych formalnych przestanek; jest jednak szeroko przyjeta wsrod badaczy, w szczegdlnosci w
obszarze nauk spoteczno-gospodarczych.
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Predykcja przedziatowa

» Podobnie, jak w przypadku estymacji parametrow modelu regresji, takze i w przewidywaniu wartosci
zmiennej objasnianej mozemy chcie¢ wyznaczy¢é — oprdcz prognozy punktowej i miernikow jej
niepewnosci — pewien zakres/przedziat liczbowy najbardziej wiarygodnych/prawdopodobnych
wartosci_prognozowanej zmiennej, czyli taki odpowiednik przedziatu ufnosci konstruowanego dla
pojedynczego wspotczynnika regresji (parametru).

» W kontekscie prognozowania taki przedziat nazywamy przedziatem predykcji (ang. prediction interval)
lub po prostu prognoza przedziatowa (ang. interval forecast/prediction)?

» Na kolejnym slajdzie zaprezentowano szkic wyprowadzenia formuty na prognoze przedziatowg w
KMNRL — nieobowigzkowe, a tylko dla “ciekawskich” :)

2 Choé by¢ moze nasuwaja sie tez sformutowania w stylu przedziat predyktywny lub przedziat prognostyczny, tak jednak terminy te nie sg
oficjalnie stosowane w literaturze polskojezycznej (z wyjatkiem pojecia przedziatu predyktywnego, lecz na gruncie nieco innego rodzaju
statystyki, a mianowicie tzw. statystyki bayesowskiej, ktdrg sie tutaj nie zajmujemy). Przy okazji warto tez zwrécié uwage, ze
sformutowanie przedziat ufnosci dla prognozy jest fundamentalnie niepoprawne (z przyczyn, ktérych wyjasnienie w tym miejscu
pomijamy), jakkolwiek skojarzenie prognozy przedziatowej z przedziatem ufnosci dla parametru jest w istocie dos¢ “odruchowe”.
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Predykcja przedziatowa
» Ustalmy oznaczenia:

e v/ =x{B +¢ef - prawdziwa, nieznana (niezaobserwowana — by¢ moze jeszcze) wartosé
zmiennej objaénianej (przy zadanym zestawie wartosci zmiennych objasniajgcych, x7)

— to wiasnie y! chcemy prognozowadé i czynimy to za pomoca...

o 9 = xP B - prognoza punktowa wartosci yf

> Przy zatozeniach KMNRL mozna pokazaé, ze wyrazenie t(§f) = yts 4 ma rozktad t-Studentao T — k
t

stopniach swobody, co zapisujemy: t(§7) = yts 4 ~St(T — k)
t

» Przyjmujac, ze naszym celem jest skonstruowanie takiego przedziatu, w ktédrym wartos¢
prognozowanej zmiennej (yf) znajdowataby sie z pewnym odgdrnie ustalonym, wysokim (bliskim 1)
prawdopodobieidstwem 1 — a (typowe wartosci to oczywiscie: 0,9; 0,95, 0,99), mozemy wykorzystaé
powyzszy fakt, podobnie, jak czyniliSmy to przy wyprowadzaniu przedziatu ufnosci dla pojedynczego
parametru modelu regresji, a mianowicie:

o

< Pr {—ta/z <=

PAP

a/2}=1—a

St

yt <ta/2}=1_a

S Pr{yf —tynsf <yE <9 +typnsf}=1-a
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Predykcja przedziatowa

» Z powyzszych rozwazan otrzymujemy wzor na (1 — a) - 100% prognoze przedziatowa (czy inaczej
przedziat predykcji):

(yf —ta/2 StI:D; ytI:D + to)2 Sf)
gdzie t,,, oznacza ,tradycyjng”, dwustronng wartos¢ krytyczng w rozkfadzie t-Studenta o T —k
stopniach swobody — doktadnie te samg, ktdrg wykorzystujemy w budowie przedziatéw ufnosci.

» Powyzsza formufa — zanim jeszcze wstawimy do niej konkretne wartosci prognozy punktowej i
sredniego bfedu ex ante uzyskane dla konkretnego zbioru danych (czyli proby) — stanowi pewien
przedziat losowy. Natomiast po dokonaniu owego podstawienia uzyskamy oczywiscie juz konkretny
przedziat liczbowy, stanowigcy pojedynczg (bo uzyskang dla ,danych danych”) realizacje tego
wczesniejszego.

» Podobnie jak mozna to wykaza¢ w przypadku przedziatu ufnosci skonstruowanego dla parametru
modelu regresji, ze jest on najkrotszy (dot. tego losowego przedziatu ufnosci, a nie liczbowego,
bedacego tylko pojedyncza realizacjg tego pierwszego), tak i przedziat predykcji — ten losowy, dany
powyzszym wzorem — przy zatozeniach KMNRL — tez jest najkrédtszym sposrod wszystkich
(nieprzeliczalnie wielu) takich przedziatow, ktére z prawdopodobieinstwem 1 — a zawierajg w sobie
prawdziwg wartos¢ prognozowanej zmiennej (oczywiscie, przy zadanych wartosSciach regresorow).
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Predykcja przedziatowa

» Jesli zas chodzi o interpretacje juz konkretnego, liczcbowego przedziatu predykcji, to i tu — znowu,
podobnie jak w przypadku przedziatow ufnosci dla parametréw — natrafiamy na pewne problemy.
Darujac sobie jednak ich dyskusje (a przyznam, ze w moim odczuciu bytaby ona jeszcze subtelniejsza
niz w przypadku przedziatow ufnosci :), przyjmijmy, ze ,dostatecznie poczciwg” interpretacjg
konkretnego juz liczbowego przedziatu predykcji, dajmy na to (a,b), bedzie jedno z dwdch
zaproponowanych nizej szablonowych sformutowan (do wyboru):

e ,Istnieje (1 —a)-100% szans, ze (faktyczna) warto$¢ prognozowanej zmiennej — przy
ustalonych wartosciach zmiennych objasniajgcych — miesci sie w przedziale od a do b.”

e ,Z wiarygodnoscia (1 —a)-100% (faktyczna) warto$¢ prognozowanej zmiennej — przy
ustalonych wartosciach zmiennych objasniajgcych — miesci sie w przedziale od a do b.”

— Oczywiscie, konce przedziatu predykcji (a,b) s3g wyrazone w tej samej jednostce, co
| prognozowana zmienna

» O co chodzi w sformutowaniach: ,istnieje (1 — &) - 100% szans” lub réwnowaznie ,z wiarygodnoscig
(1 —a)-100%"? Znacza one tyle, co stwierdzenie, ze — czysto hipotetycznie (bo w praktyce jest to
absolutnie niemozliwe) — gdybySmy nieskoriczenie wiele razy generowali losowo zbiér modelowanych
obserwacji (czyli prébe, wektor y), uzyskujac nastepnie na ich podstawie tez nieskoniczenie wiele
wektoréw ocen parametrow (B) w danym modelu, a przez to takze i nieskonczenie wiele wartosci
prognoz P{ (zawsze przy tym samym wektorze xf), woéwczas prawdziwa wartoé¢ prognozowanej
zmiennej, czyli y! (bez daszka!), miescita by sie w (1 —a)-100% przypadkéw sposrdéd tych

wszystkich przedziatow.
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Przykiad

» Czas na jakis przyktad. Wykorzystajmy po temu jedng z dwdch wczesniej juz zarysowanych ilustracji
prezentujgcych podstawowe kwestie zwigzane z prognozowaniem osobno w przypadku modelowania
danych przekrojowych i tych w postaci szeregow czasowych. Na potrzeby tego przyktadu zajmiemy sie
tym pierwszym przypadkiem — modelem dla danych przekrojowych.

Przyktad [Model dla cen mieszkan w Krakowie — dane przekrojowe] (zbiér danych: ,, Czyzyny.xlsx”)

Rozwazmy model postaci: Py = By + B1R: + [ F: + P3A; + &, gdzie:
e P, —cena transakcyjna sprzedazy mieszkania w Krakowie w 2019 r. (w zt — za caty lokal, nie za 1 m?)
e R, —liczba pokoi danego mieszkania
e [ —numer kondygnacji, na ktorej znajduje sie lokal (F; = 0 oznacza parter)
o A, —wielko$¢ powierzchni lokalu (w m?)
Powyzszy model oszacowano na podstawie odpowiedniego zbioru danych (dotyczagcego T = 630 lokali),

otrzymujac réwnanie: P, = 55326,4 — 6536,85R, + 740,93F, + 5472,47A,. Nasze zadanie: Jakiej ceny
nalezy sie spodziewa¢ w przypadku 4-pokojowego mieszkania na 2. pietrze, o fagcznej powierzchni 70 m??

— Zauwazmy, ze tak sformutowane pytanie nie wydaje nam konkretnego polecenia “zréb to lub tamto”,
w sensie: “wyznacz prognoze punktowg ceny mieszkania”, albo “wyznacz prognoze przedziatowg ceny
mieszkania”. | tak tez to czesto wyglada w zyciu :) “Szef” zadaje tylko pytanie, natomiast to po naszej
stronie lezy sSwiadomos¢ mozliwych do wykorzystania narzedzi, umiejetnos¢ ich wykorzystania i
interpretacji wynikdw — komunikatywnie, tak, zeby “szef” (niekoniecznie ekonometryk) zrozumiat :)
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Przyktad - c.d. (1)

» Od strony operacyjnej — podsumowujgc te prezentacje —znamy nasz repertuar narzedzi:
e Prognoza punktowa — koniecznie wraz z oceng jej niepewnosci za pomoca:
o Sredniego btedu predykgji ex ante
o Wzglednego btedu predykcji ex ante
e Prognoza przedziatowa
» Czego potrzebujemy do wyznaczenia tych powyzszych — to powiedzg nam juz same wzory.

» Zaczynamy od prognozy punktowe;j:

Zapiszmy wzc')r ogélny: )75 — xtI;DB Ta transpozycja jest tu konieczna
,Unas”:
ye =P, xP=[1RP FF AP1=1[1 4 2 70], za$ B = [55326,4 —6536,85 740,93 5472,47]

Wobec czego:

Od razu zapiszmy jednostke

' 55326,4 ]
. —6536,85 /
PP=114270]| , 0gs | =413733764

| 5472,47 |

— Interpretacje zostawimy sobie na koniec, gdy juz otrzymamy wszystkie wyniki liczbowe

—» Zauwazmy, ze nie ma to znaczenia, czy lokal o rozwazanych charakterstykach x{ znalazt sie

wczesniej w probie, na podstawie ktorej oszacowano model, czy tez nie
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Przykiad — c.d. (2)

> Sredni btad predykciji ex ante:

Zapiszmy wzor: sf = /s2[1+xP (X' X)"1x}']
— Zatem potrzebujemy:
e wariancji resztowej — powiedzmy, ze jg juz policzyliSmy i otrzymalismy:
s? = 2062 365 262,669 (z1?) (niestety, faktycznie wychodzi taki ,brzydki” wynik)

e macierzy (X'X)~! —tatwa jg obliczy¢ w arkuszu Excel — tu podaje wynik dla macierzy X'X, gdyz to
obejdzie sie akurat bez koniecznosci dokonywania nadmiernych zaokraglen (nieuniknionych dla
odwrotnosci tej macierzy); macierz odwrotng moga Panstwo tatwo uzyska¢ w Excelu:

630 1710 2000 38204,24
5138 5564 113019,63
10408  122354,83
2550345,195]

X'X =

— Przy okazji, co z brakujgcymi elementami tej macierzy?
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Przykiad — c.d. (3)

— Aby obliczy¢ w Excelu formute na sredni btad predykcji ex ante, bedzie potrzebne kilka operacji:
e pierwiastek (z liczby x): =PIERWIASTEK(x) albo =x"0,5

e zwykte mnozenie dwdch skalaréw: s? i wartosci wyrazenia w nawiasach kwadratowych (ktéry tez
bedzie skalarem, czyli wymiaréw 1 X 1)

e mnozenie macierzy, ALE TROJargumentowe: xf razy (X'X)~?! razy xf’, gdzie przy ostanim
argumencie musimy pamietac o transpozycji (=TRANSPONUJ())

— Pytanie na pomyslunek: skoro funkcja =MACIERZ.ILOCZYN, dostepna w arkuszu Excel, jest
tylko DWUargumentowa, tj. dopuszcza (,,obstuguje”) mnozenie przez siebie tylko dwdch
macierzy, to co zrobi¢, aby przemnozy¢ przez siebie TRZY macierze?

(Odpowiedz juz na nastepnej stronie, ale najpierw pomysl :)

28



Przykiad — c.d. (4)

— Poniewaz funkcja =MACIERZ.ILOCZYN jest tylko DWUargumentowa, w celu przemnozenia
przez siebie TRZECH macierzy potrzebne bedzie dodatkowe zagniezdzenie (wywotanie) tej funkcji

W niej samej — w miejscu jej pierwszego albo drugiego argumentu (obojetnie). Tak wiec
wyrazenie xI'(X'X)"1xf’ mozemy obliczyé na dwa, zupetnie réwnowaine sposoby (wiec w
praktyce bedzie to obojetne, z ktérego skorzystamy):

e 7 zagniezdzeniem na pierwszym argumencie:
=MACIERZ.ILOCZYN(MACIERZ.ILOCZYN(xF; (X'X)~1); TRANSPONUJ(x/))

e 7z zagniezdzeniem na drugim argumencie:
=MACIERZ.ILOCZYN(x; MACIERZ.ILOCZYN((X'X)~1; TRANSPONUJ(x{))

— W obydwu wyrazeniach prosze zwrdci¢ uwage na nawiasy!

— W tym momencie mozemy juz obliczy¢ warto$é s — sprébuj to zrobi¢ samodzielnie w arkuszu;
prawidtowy wynik to: / Od razu zapiszmy jednostke

sP ~ 45629,57 zt

— Interpretacje zostawiamy na koniec
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Przyktad — c.d. (5)

» Wzgledny btad predykcji ex ante:

Zapiszmy wzor:

st
HP

1P|

100

VtP —

Po prostym podstawieniu otrzymujemy wynik:
VP ~ 11,03%

— Interpretacje zostawiamy na koniec

> Przedziat predykciji

Py

Zapiszmy wzor: (PF —tyynst; PP+ tynst)
Poziom ufnosci — przyjmujemy domysiny (gdyz zaden inny nie zostat nam zadany): 1 — a = 0,95

Odpowiada mu poziom istotnosci &« = 0,05, co przy liczbie stopni swobody T — k = 630 — 4 = 626
prowadzi do wyznaczenia (dwustronnej) wartosci krytycznej w rozktadzie t-Studenta: t, ,, = 1,964

Po podstawieniu otrzymujemy wynik:

(324117,28 zt; 503350,20 zt) < pamietamy o jednostkach
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Przykiad — c.d. (6)

> Zestawienie wynikow:

e Wyniki dla prognozy punktowej (z oceng niepewnosci):
PP = 413733,76 zt
s¥ ~ 45629,57 zt
VP ~ 11,03%
e 95% prognoza przedziatowa: (324117,28 zt; 503350,20 zt)

> Interpretacje — tu sformutowane zbiorczo:

Prognozowana wysokos$¢ ceny 4-pokojowego mieszkania na 2. pietrze, o tagcznej powierzchni 70 m?
wynosi ok. 413 733,76 zt, przy czym — w stosunku do faktycznej ceny takiego lokalu — mozemy sie
myli¢ przecietnie o plus/minus 45 629,57 zt, co stanowi ok. 11,03% wartosci prognozy. Z uwagi na to,
ze ta ostatnia wartos$¢ (tj. wzgledny btad predykcji ex ante) przekracza 10% wydaje sie, ze otrzymana
prognoza powinna by¢ uznana za niedopuszczalng. Z drugiej strony, przekroczenie to jest nieznaczne
(zaledwie 1,03 punktu procentowego), wobec czego mozna je uznad za zaniedbywalne, a sama
prognoze — za dopuszczalng / na granicy dopuszczalnosci.

W koncu, z wiarygodnoscig 95% faktyczna cena sprzedazy rozwazanego lokalu mieszkaniowego miesci
sie w przedziale od 324 117,28 zt do 503 350,20 zt.
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmiennga objasniana...

» ... czyli o tym, co zrobi¢ w sytuacji, gdy w danym modelu regresji zmienng objasniang jest logarytm
pewnej zmiennej ekonomicznej, a my chcemy prognozowac (oczywiscie!) wartos¢ wiasnie tej

ostatniej, a nie jej logarytmu.

» Zauwazmy, ze wszystkie przedstawione dotychczas tresci dotyczyty po prostu prognozowania wartosci
zmiennej objasnianej w modelu regresji liniowej, bez wzgledu na to, “co” jest tg zmienng — a jak
pamietamy, moze nig byc¢ albo pewna zmienna ekonomiczna, albo jej logarytm (do takich dwdch
wariantow sie ograniczamy, cho¢ w bardziej zaawansowanych modelach — zwtfaszcza prognostycznych
— czasami wykorzystuje sie bardziej “fikusne” transformacje, jak np. tzw. transformacje Boxa-Coxa).

» Tak wiec przedstawiona dotychczas metodyka w catosci i bezposrednio pozwala nam przeprowadzi¢
proces predykcji w sytuacji, gdy zmienng objasniang jest pewna zmienna ekonomiczna, w swej
“czystej”, nietrasformowanej postaci. Natomiast w przypadku, gdy zmienng objasniang jest jednak
logarytm pewnej zmiennej ekonomicznej, wowczas wszystkie omowione dotychczas formuty odnoszg
sie do prognozy punktowej i przedziatowej wtasnie logarytmu tejze zmiennej, nie za$ niej same,;.
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmienna objasniana...

» W dalszych rozwazaniach przyjmiemy nastepujgcg konwencje notacyjna:

e Wszystkie wprowadzone dotychczas oznaczenia (v{, §F,sf, V,F) — tak jak dotychczas — odnosza
sie do prognozy zmiennej objasnianej (tu akurat bedacej logarytmem zmiennej ekonomicznej)

e Natomiast w oznaczeniach odnoszgcych sie juz do zmiennej ekonomicznej wprowadzamy
dodatkowa “gwiazdke” (y;F, 9;F, s;F, V;F)

e Dla omdwionego wyzej wariantu ,bez logarytmu” zachodzi oczywiscie rownos¢ pomiedzy
wielkoscig z ,,gwiazdk3a” i tg bez niej
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmienna objasniana...

» Ustalmy zatem uwage — rozwazamy typowy zapis modelu regresji liniowej:
Ve = Bo + BiXe1 + BaXey + -+ PrXex + &
e postaci poszczegdlnych zmiennych objasniajgcych sg tu obojetne — mogg by¢é w logarytmie lub
w swej oryginalnej postaci (niektdre lub wszystkie, obojetne)

e zmienna objasniana y; jest tu logarytmem pewnej zmiennej ekonomicznej — te ostatnig
oznaczmy pomocniczo symbolem y;; zatem:
ye =Iny;
— Oczywiscie, gdyby vy, byto bezposrednio pewng zmienng ekonomiczng (a nie jej logarytmem),
woéwczas zachodzitoba po prostu rownosc y; = y;

— Zwigzek odwrotny, pozwalajgcy ,odzyska¢” wartos¢ zmiennej ekonomicznej z wartosci jej
logarytmu:

yr = et
lub w nieco innym zapisie:

yi = exp(y;) <« funkcja w Excelu: =EXP(...)
— Zauwazmy, ze y; > 0 —zawsze (w przeciwnym razie nie mozna by obliczy¢ In y;)
— W praktyce, w konkretnym modelu notacja zwykle jest prostsza, gdyz oznaczenie konkretnej
zmiennej ekonomicznej nie wymaga dodatkowego symbolu, ktérym jest tu ,*”. Przyktadowo,
modelujgc logarytm ceny (ang. price) mozemy przyja¢ oznaczenie catej takiej zmiennej jako y, =
In P;, gdzie P; (a nie y;) oznacza bezposrednio zmienng ekonomiczng (cene).
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmienna objasniana...

» Dotychczasowe oznaczenia, ktére w obecnym kontekscie odnoszg sie do predykcji zmiennej
objasnianej bedgcej w postaci logarytmicznej (czyli logarytmem pewnej zmiennej ekonomicznej),

nie zmieniajg sie:

e prognoza punktowa (y-ka, tj. zmiennej logarytmicznej):

Ve =xp

¢ Sredni btad predykcji ex ante:

st = Jsz[l +xP (X' X)"1x}']

e wzgledny btad predykcji ex ante:
St
9% |

VP =100

e prognoza przedziatowa:

N\

(ygp — a2 Sf; 375"‘%/2 Stl“a)

Natomiast... (patrz kolejny slajd)
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmienna objasniana...

» Ich odpowiedniki odnoszgce sie juz bezposrednio do zmiennej ekonomicznej dane sg wzorami:
e prognoza punktowa:

~P 17 P\2
~ +_ ’ o . A N 1
PP =et (st lub réwnowaznie §;F = exp (yf + E(Stp)z)

Ak 5P
— Zatem NIE wystarcza proste odlogarytmowanie wartosci prognozy zmiennej w postaci logarytmicznej: ytP + eVt , Jak
~P
zostato to wyjasnione na wyktadzie, sama wartos¢ e”t (bez uwzglednienia sktadnika %(sf)z w wyktadniku) daje,

w istocie, prognoze obcigzong in minus (tj. niedoszacowang).

¢ Sredni biad predykcji ex ante (wzor tylko aproksymacyjny):
siF ~ sE9F

— Zatem wystarczy tylko przemnozy¢: sredni btagd predykcji ex ante dla zmiennej w postaci logarytmicznej przez

“odlogarytmowang” prognoze punktowa.

o wzgledny btad predykcji ex ante — korzystajgc z powyzszej aproksymacji:

s;F
VeP =21-100 ~ 100s?
Vi

— Zatem V¥ jest (choé tylko w przyblizeniu) réwny $redniemu btedowi predykcji ex ante dla zmiennej w postaci

logarytmicznej (po przeskalowaniu przez 100%).

» Interpretacje tych wielkosci sg takie same, jak te prezentowane wczesniej w Przykfadzie (gdzie
przedmiotem prognozy byta bezposrednio zmienna ekonomiczna — cena sprzedazy mieszkania)
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Predykcja w modelu z logarytmiczna zmienna objasniana...

» Natomiast prognoza przedziatowa zmiennej ekonomicznej jest tu wyznaczana w prosty sposéb:
najpierw konstruujemy przedziat predykcji (na zadanym poziomie ufnosci 1 — a) dla zmiennej
objasnianej w postaci logarytmicznej — czyli “standardowo”:

(yf_ta/zsf; yf-l'ta/zsf)

a nastepnie obydwa jego konce poddajemy transformacji poprzez funkcje eksponencjalng (eksponens,
czyli “e do x”). Tak wiec (1 — a) - 100% przedziat predykcji (dla “odlogarytmowanej” zmiennej
ekonomicznej) mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(exp(If = tayzsE); exp(E + tayz sE))

— Mozna pokazag, ze taki przedziat:

e faktycznie kumuluje w sobie mase prawdopodobienstwa 1 — a (a nie mniej czy wiecej), chod...
® nie jest juz przedziatem najkrétszym z mozliwych, spetniajgcych ten wymaég (wyznaczenie takiego
najkrétszego przedziatu to juz nie lada “czelendz” ;)

® nie jest juz przedziatem symetrycznym wzgledem prognozy punktowej (co tatwo pokazac: srednia
arytmetyczna z jego koncéw nie jest réwna 9, %)

» Interpretacja takiego przedziatu brzmi tak samo, jak zaprezentowano to we wczesniejszych
rozwazaniach
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Prognozowanie probabilistyczne

Na zakonczenie krotka refleksja rozszerzajgca nieco nasze spojrzenie na zagadnienie prognozowania.
Catos¢ tego materiatu zostata poswiecona predykcji punktowej i przedziatowej. W pierwszym podejsciu
prognoza ma charakter pojedynczej liczby (z catego “spektrum” wszystkich, mniej lub bardziej, ale w
dalszym ciggu mozliwych wartosci), ktdrej towarzyszy ocena stopnia niepewnosci, ujeta za pomoca
btedéw predykcji ex ante: sredniego i wzglednego. Natomiast w drugim podejsciu (w predykc;ji
przedziatowej) otrzymujemy nieco bogatszg informacje, w postaci pewnego przedziatu liczbowego,
ukazujgcego caty zbidr najbardziej wiarygodnych/prawdopodobnych wartosci prognozowanej zmiennej
(przy zadanym poziomie ufnosci). W ciggu ostatniej dekady na znaczeniu zyskato jeszcze szersze — i
zarazem na dzien dzisiejszy najpetniejsze — podejscie do predykcji ekonometrycznej, a mianowicie tzw.
prognozowanie probabilistyczne (ang. probabilistic forecasting; density forecasting), ktdre polega na
wyznaczeniu catego rozktadu wszystkich mozliwych wartosci prognozy, reprezentowanego za pomocg
funkcji gestosci. Istotnie, dysponujgc catym rozktadem wartosci prognozowanej zmiennej (zwykle
okreSlonym na catym zbiorze liczb rzeczywistych lub rzeczywistych dodatnich) “widzimy”, ktére wartosci
charakteryzujg sie wiekszym, a ktore mniejszym prawdopodobienstwem, mozemy wyznacza¢ dla niego
rézne dodatkowe mierniki/wielkosci liczbowe charakteryzujgce potozenie rozktadu (wartos¢ oczekiwana,
modalna, mediana), rozrzut wartosci, skosnos¢ czy “spiczastos$¢” rozktadu, mozemy wyznaczac¢ miary
pozycyjne (kwantyle) czy tez badac liczbe modalnych itp. (bywa bowiem nierzadko, ze takie rozktady sa
“mniej grzeczne” niz rozktady normalny czy t-Studenta — obydwa charakteryzujgce sie jednomodalnoscia
i symetrig). Jak wida¢, informacja zawarta w “catym rozktadzie” prognozy jest znacznie bogatsza, anizeli
ta ujeta tylko w prognozie punktowej czy nawet przedziatowej. Predykcjg probabilistyczng, cho¢ obecnie
jest ona wiodgcym podejsciem do prognozowania (nie tylko w nauce, ale przede wszystkim — praktyce),
nie bedziemy sie tu jednak zajmowac, ale warto o niej wiedziec... ;)
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