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Wprowadzenie

» Przypomnijmy punkt wyjscia naszych rozwazan, czyli zapis réwnania regresji (w domysle: spetniajace;j
wszystkie zatozenia KMINRL):

Ve = Bo + BiXe1 + BaXey + -+ PrXex + &
» Dotychczas, w ramach stosowania podstawowych technik wnioskowania statystycznego w obrebie
KMNRL, uwage skupialiSmy na:

1) testowaniu pojedynczego wspotczynnika regresji — za pomoca testu t-Studenta

2) budowie przedziatow ufnosci (blisko “spowinowaconych” z testem t) — oczywiscie, takze
dotyczgcych pojedynczych parametréow

» W tym materiale poznamy jedng z technik wnioskowania o kilku parametrach jednoczesnie — cho¢
ograniczymy sie do bardzo konkretnego kontekstu, a mianowicie do testowania tgcznej istotnosci
(rdbwnowaznie: nieistotnosci) grupy parametrow. Innymi stowy, przedmiotem sprawdzenia bedzie
jednoczesne zerowanie sie pewnego zestawu parametréw (to zas ktorych — okreslamy sami).

» Przyktadowo, bazujgc na powyzszym, ogdlnym zapisie modelu, zatdzmy, ze interesuje nas testowanie
tgcznej istotnosci parametréw S, i B, (tylko). Stosowny ukfad hipotez wyglagdatby nastepujaco:

Ho:ﬂ]_:()/\ﬂz:() VS. Hlﬂl#:OVﬂz?‘:O

przy czym hipoteza alternatywna stanowi zwykte zaprzeczenie hipotezy zerowej, w ktorej wystepuje
koniunkcja zdan: f; = 0i f, = 0. Zatem w H; mamy alternatywe zaprzeczen (= zaprzeczenie
koniunkcji). Zwroémy tez uwage, ze Hy mozemy rodwnowaznie zapisac jako: Hy: f; = 5, = 0.



Wprowadzenie

» Naturalnie, mozemy w tym miejscu zadaé sobie pytanie (z lekkim zdziwieniem czy oburzeniem;):
A to nie wystarczytoby przeprowadzic¢, po prostu, kilku osobnych testow t — badajqc istotnosc¢ kazdego
z interesujgcych nas wspofczynnikow, i na ich podstawie wysnuc wniosek odnosnie jednoczesnego
zerowania sie tych parametrow?

» Wiadoma odpowiedz: nie :)

» Czas na wyjasnienia... Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej w ramach pewnego oszacowanego modelu
okazuje sie, ze dwa jego parametry (dajmy na to, [; i [,, stojace przy zmiennych x; i Xy,
odpowiednio) sg indywidualnie nieistotne, tzn. dla kazdego z nich test t-Studenta istotnosci nie
odrzuca Hy: 5; = 0 (i = 1, 2). Mozna wtedy powiedzie¢, ze usuniecie z modelu zmiennej x;; ALBO x;,
nie spowoduje znacznego, “statystycznie istotnego” spadku mocy wyjasniajgcej modelu (czyli zarazem
tez “statystycznie istotnego” wzrostu sumy kwadratéw reszt — bo mniej zmiennych objasniajgcych w
modelu oznacza wyzszg SSE). Wobec tego, nie tracimy zbyt duzo redukujgc wyjsciowy o tylko JEDNA
sposrod wymienionych zmienng, a wzrost SSE mozna uzna¢ za zaniedbywalny. Jednak to, ze obie
zmienne sg indywidualnie nieistotne nie uprawnia nas jeszcze do stwierdzenia, ze moglibysmy usungc
z modelu je obie na raz — moze (choé tez nie musi) sie bowiem okazaé, ze jednoczesne usuniecie obu
regresorow spowoduje juz zbyt duzy wzrost SSE (tym samym spadek mocy wyjasniajgcej modelu), aby
uznac go za zaniedbywalny.

» Powyzszy tok rozumowania uzasadnia koniecznos$¢ zastosowania testu innego niz t-Studenta — do
tego, by odpowiedzie¢ na trzy nastepujgce, rownowazne pytania: 1) Czy parametry 5, i 5, s3 fgcznie
statystycznie (nie)istotne?, 2) Czy zmienne x;; i X;» S3 fgcznie statystycznie (nie)istotne? 3) Czy mozna
zredukowac rozwazany model (jednoczesnie) o zmienne X4 i X4 ?




Test F: uktad hipotez

» Przechodzgc do przedstawienia procedury testu F na mozliwie najwyiszym poziomie ogodlnosci,
przygotujmy wpierw stosowny grunt. Na poczatek przypomnijmy punkt wyjscia, czyli ogdlny zapis
rOwnania regresji liniowej:

e  zapis skalarny: Ve = Bo + B1xe1 + LoXiey + o+ BPrXex + &

e  zapis macierzowy: y = Xf + ¢

» Wyobrazmy sobie, ze te parametry (sposréd By, B1, ..., Bx), 0 ktdrych tacznej (nie)istotnosci chcemy
wnioskowaé, ujmujemy w wektor ,B(O) o wymiarach ky X1 (zatem k, = liczba testowanych
parametréw). (Wazne: nie muszg to by¢ jakies kolejne parametry — mogga nas interesowac np. (55, Bs

i fg). Pozostate parametry gromadzimy w wektorze oznaczonym jako ,8(1) (o wymiarach (k — ky) X
1). Wraz z podziatem wektora 3:
,3(0)
p=|

ﬁ(l)

dokonujemy takze odpowiedniego podziatu macierzy X:

X = [X(O) x @ ]

“ —— ——

TXk Txky TX(k—kg)
przy czym macierz X© grupuje te kolumny z macierzy X, ktére odpowiadajg parametrom w wektorze
,8(0), za$ macierz X — wszystkie pozostate. Wobec powyzszego, zapis macierzowy modelu regresiji
mozemy teraz przedstawi¢ w nastepujgcy sposob:

y=XB+e=XOpO 4 xWpW 4 ¢



Test F: uktad hipotez

» Uktad hipotez w tescie F mozemy — na tym mozliwie najogdlniejszym poziomie rozwazan — zapisac tak:
Hy: B©@ =0 VS. Hi:B® %0

przy czym wartos¢ “0” znajdujaca sie w powyzszych zapisach nalezy rozumiec jako wektor zerowy o
wymiarach ky X 1 (czyli ky-elementowa kolumna zer)

» Zapis hipotezy zerowej: HO:,B(O) = 0 oznacza koniunkcje zerowania sie poszczegdlnych parametrow,
ktore sg przedmiotem testu

» Zapis hipotezy alternatywnej: H;: ,8(0) #+ 0 stanowi zwykte zaprzeczenie Hy, poniewaz wektor ,8(0) jest
rozny od wektora zerowego < co najmniej jedna jego wspotrzedna (czyli co najmniej jeden sposréd
parametrow w ,8(0)) jest rozna od zera.

» O czym w istocie Swiadczg obydwie hipotezy?

Hy: B =0 H;: B =0

Testowane parametry s3 fgcznie statystycznie|Testowane parametry sg fgcznie statystycznie
nieistotne istotne

Zmienne objasniajgce odpowiadajgce testowanym | Zmienne objasniajgce odpowiadajgce testowanym
parametrom sg fgcznie statystycznie nieistotne parametrom sg fgcznie statystycznie istotne
Rozwazany model regresji mozna zredukowac|Rozwazanego modelu regresji nie mozna
(jednoczesnie) 0 zmienne objasniajgce | zredukowad (jednoczesnie) 0 zmienne
odpowiadajgce testowanym parametrom objasniajgce odpowiadajgce testowanym

parametrom




Test F: uktad hipotez

» Kwestie terminologiczne:

W zwigzku z przedstawionym powyzej znaczeniem hipotez testu F, czasami okresla sie mianem testu
redukcji modelu, przy czym model, ktorego redukcja podlega testowaniu okreslamy wtedy mianem
modelu wyjSciowego, modelu niezredukowanego, modelu petnego (w mowie potocznej: takze modelu
“oryginalnego”).

» W powyzszej konwencji:
e H, opowiada sie za modelem zredukowanym (“mniejszym”)

e H, —“sprzeciwiajac” sie redukcji — opowiada sie za modelem petnym

» Zauwazmy, ze réwniez na “zwykty” test t-Studenta istotnosci pojedynczego parametru mozna spojrzec
jako test redukcji modelu — cho¢ tylko o jedng zmienng objasniajgcg. Co wiecej — i na szczeScie —
mozna pokazac, ze gdyby witasnie na potrzeby testowania redukcji modelu o jeden dany parametr
przeprowadzi¢ zaréwno test t, jak i omawiany w tym materiale test F, wéwczas konkluzje wynikajgce z
obydwu procedur bedg zawsze spdjne. Oznacza to, ze oba testy — w sytuacji testowania pojedynczego
wspotczynnika regresji — sg sobie rownowazne (co nie oznacza jednak, ze otrzymamy te samg wartosc
statystyk testowych, bo majg one inne rozktady). W praktyce jednak, gdy chodzi o testowanie tylko
jednego parametru, bezdyskusyjnie wybieramy test t, gdyz — jak sami Panstwo zobaczycie ponizej —
test F jest bardziej zmudny do przeprowadzenia (tak wiec, po co wytacza¢ dziato p/pancerne na
wrobla...:)



Test F: uktad hipotez

» Uwaga praktyczna

W praktyce stujemy nieco prostszy w odbiorze, bardziej bezposredni zapis hipotez niz to
przedstawiono powyzej (te powyzsze zapisy sg wymuszone checig przedstawienia zagadnienia na
mozliwie najwyzszym poziomie ogodlnosci). Wyobrazmy sobie, ze mamy do czynienia z nastepujgcym
modelem (znaczenie zmiennych jest niewazne):

A¢ = Po + 1Bt + B2Ce + p3D; + &,

Chcac tu wnioskowac o tacznej istotnosci, przyktadowo, parametréw [, i 3 (czyli zarazem: o tgcznej
istotnosci zmiennych B, i D;), ukfad hipotez testu F zapiszemy tak:

Ho:ﬁl=ﬁ3=0 VS. Hlﬁl#:OVBg#:O
Taki bezposredni zapis jest bardziej czytelny anizeli:
HO:E(O) = 0 VS. Hl:lB(O) * O

. p) _ [P
gdzie p\9) = ,33]'

— Swojg drogg, zauwazmy, ze btedny bytby zapis H; w “skrétowe]” postaci: H;: f; # 3 # 0
(bo kto powiedziat, ze parametry 3 i f3 majg by¢ miedzy sobg rézne??!)



Test F: uktad hipotez

> Jeszcze jedna uwaga praktyczna odnosnie zapisu hipotez

Zwrocmy uwage, ze w zapisie hipotez wystepujg tylko parametry, nie zas ich estymatory (,@1, ﬁg) czy —
uwaga(!) — zmienne objasniajgce stojgce przy nich. Pewnie jest to oczywiste, ale jednak (jak
podpowiada doswiadczenie) warto zauwazy¢, ze zupetnie btedny bytby zapis “w stylu”:

HO:Bt=Dt=O VS. Hl'Bti()VDtiO

Wszak wnioskujemy o wptywie zmiennych (ujmowanym przez parametry), a nie o ich wartosciach.



Test F: statystyka testowa

» Statystyka testu F przyjmuje postac:

SSEO - SSE]_
k
Femp = 55%1 |Ho~F (ko, T — k)

T -k

gdzie:

SSE, jest sumg kwadratow reszt w modelu zredukowanym (czyli tym odpowiadajacym H)
SSE; jest sumg kwadratoéw reszt w modelu wyjsciowym (czyli tym odpowiadajgcym H;)
k, to liczba parametrow, ktore widniejg w H,,

T — k to ta “stara” (w sensie: wykorzystywana uprzednio w testach t) liczba stopni swobody —
czyli ta w modelu ogdlnym, ktéremu odpowiada H;

. . . . SSE . . . L,
—» Zauwazmy, ze wyrazenie —— to nic innego, jak wariancja resztowa (s?) w modelu wyjéciowym

T—k
zapis F(a, b) oznacza tzw. rozktad F o pewnych parametrach (ogdlnie) a i b, przy czym kazdy z

nich to liczba stopni swobody (pierwsza wynoszaca a, za$ druga rowna b — ich kolejnos¢ ma
znaczeniel!)
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Test F: statystyka testowa

» Zatem do obliczenia wartosci statystyki testowej potrzebujemy (m.in.) SSE, i SSE;. Zauwazmy, ze
oszacowawszy pewien model “wyjsciowy” (np. za pomocg REGLINP lub “na piechote”) dysponujemy
juz wartoscia SSE; (do tej pory “zwyczajnie” oznaczang jako SSE, gdyz — z uwagi na brak
alternatywnych modeli — nie byto potrzeby indeksowac tej wielkosci). Natomiast chcgc przeprowadzic
test F potrzebujemy oszacowac¢ “na boku” model w wersji zredukowanej — o te zmienne, ktérych
parametry sg zapisane w H. Z catej tej estymacji dodatkowego, “mniejszego” modelu, w zasadzie
interesuje nas tylko suma kwadratéw reszt, oznaczona wtasnie symbolem SSE|.

» Jesli rozwazy¢ wczesniej zarysowany przyktad (trzy strony wyzej), to w celu obliczenia SSE, nalezatoby
pomocniczo (“na boku”) oszacowaé model postaci:

Ay = Po + B2Cc + &

bedacy zredukowang wersjg modelu wyjsciowego — zredukowang o zmienne B; i D;, czyli te, ktorych
taczng istotnosé testujemy.

— Pytanie kontrolne: lle wynositaby w tym przypadku wartos¢ k,?

— Przyktad ten rozpracujemy doktadniej jeszcze na samym koncu tej prezentacji

11



Test F: statystyka testowa

> Mozna by tu zada¢ pytanie: Czy faktycznie trzeba ten zredukowany model SZACOWAC “od nowa”? Czy
nie mozna by po prostu w miejsce jego parametrow wstawi¢ ocen owych parametréw, ale tych
uzyskanych juz w modelu petnym (i przy takowych obliczy¢é SSE,)? Przeciez mamy je juz policzone,
wiec moze by i dla modelu zredukowanego “stykty”? No, nie stykty by ;P A to dlatego, ze te ostatnie
(czyli oceny parametrow uzyskane w modelu “oryginalnym”) na pewno nie minimalizujg sumy
kwadratow reszt w modelu z innym (tu: mniejszym) zestawem regresoréw. Cho¢ owszem, jest to
catkiem prawdopodobne, ze oceny parametréw w modelu zredukowanym — te wynikajgce z jego
faktycznego oszacowania “od nowa” za pomocg MNK — bedg / mogg by¢ dos¢ podobne do tych
uzyskanych w modelu wyjsciowym. Niemniej jednak, bedg inne :) Dlatego — powtérzmy — model
zredukowany musimy faktycznie 0SZACOWAC osobno / “od nowa”, nie wystugujac sie przy tym
wyznaczonymi wczesniej ocenami parametrow w modelu ogdlnym.

12



Test F: statystyka testowa

» Wréémy do samej formuty na statystyke testowg — zauwazmy, ze proste przeksztatcenia prowadzg nas
do nieco mniej pietrowego zapisu statystyki, fatwiejszego do wykorzystania w praktyce:

; _(SSEO 1) T —k
emp — \SSE, k,

|Ho~F (ko, T — k)

» Zgodnie z powyzszymi zapisami wzordéw na statystyke testowga, przy prawdziwosci H, (i, oczywiscie,
spetnieniu zatozen KMNRL) statystyka Fe,,,, ma tzw. rozktad F (Fishera-Snedecora) o dwoch liczbach
stopni swobody: pierwsza wynoszaca kg, zas drugato T — k.

— Uwaga: kolejnos¢ tych (jedynych) dwdch parametrow rozktadu F nie jest przemiennal!ll Zatem
rozktad np. F(2, 4) to inny rozktad anizeli F(4, 2).

— Nazwa testu pochodzi od nazwy rozktadu, zas ta ostatnia — od nazwiska pierwszego z dwoch jego
odkrywcéw: Sir Ronalda Fishera.

» Powyisze stwierdzenie oznacza, ze jesli tylko Hy miataby by¢ prawdziwa, wéwczas — przy zatozeniu, ze
moglibysmy nieskonczenie wiele razy generowac¢ prébe losowg jako zbiér danych opisujgcych
modelowane zjawisko — rozktad wartosci F,,,,, otrzymanych dla tych wszystkich probek pokrywa sig z
pewnym rozktadem teoretycznym, jakim jest tu (dobrze znany w nauce) rozktad F, a doktadniej
F(ko, T — k). Jak zatem wyglada taki rozktad (jego funkcja gestosci)? Patrz nastepna strona...
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Test F: statystyka testowa

» Wykresy funkcji gestosci przyktadowych rozktadéw F (stopnie swobody oznaczone jako “d1”, “d2”)

di=1 d2=1 —
d1=2, d2=1 —
2 d1=5, d2=2 —
d1=10, d2=1
15 d1=100, d2=100
1
0.5 \
§"‘n—___
0 E . o
0 1 2 3 4

Zrédto: https://en.wikipedia.org/wiki/F-distribution (dostep: 20.04.2020)
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Test F: statystyka testowa

» Spogladajac na wykres umieszczony na poprzedniej stronie, zauwazamy, ze rozktad F jest:
1) okreslony tylko na pétosi dodatniej (tj. R, )

2) prawostronnie asymetryczny, z wygasajacym do zera prawym ogonem

» Pierwsza wtasnos¢ oznacza w praktyce, ze statystyka Fg,,,, moze przyjmowac wartosci tylko dodatnie

— Przyjrzyjmy sie formule wzoru na F,

SSE, — SSE;
ko
Femp = —55E;
T —k

Zauwazmy, ze znak powyzszego wyrazenia zalezy tylko od znaku roéznicy SSE, — SSE;, poniewaz
wszystkie pozostate wielkosci s dodatnie. Jednak rdznica ta takze przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
Dlaczego? SSE, to suma kwadratéw reszt w modelu zredukowanym (o zmienne odpowiadajgce
parametrom w ,8(0)), czyli w modelu “mniejszym” (z mniejszg liczbg parametrow), a zatem SSE, musi
by¢ (mniej lub bardziej ale) wieksza od SSE; (w modelu “wiekszym” udaje sie wyjasni¢ wiekszg czes¢
zmiennosSci obserwacji, zatem mniej pozostaje zmiennosci niewyjasnionej, ujmowanej wiasnie przez

SSE;). W zwigzku z tym: SSE, — SSE; > 0, co oznacza, ze takze Fgppyy, > 0 (zawszel)

» Druga wtasnos¢ od razu wskazuje, gdzie znajdowac sie bedg mato wiarygodne (w Swietle H,) wartosci
statystyki testowej, tj. te charakteryzujgce sie niskim prawdopodobiefnstwem ich odnotowania, jesli
H, miataby by¢ prawdziwa — w prawym ogonie rozktadu. Przechodzimy zatem do... (nastepny slajd :)
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Test F: wartosc¢ krytyczna i zbior krytyczny

» Przyjrzyjmy sie ponizszemu wykresowi, przedstawiajgcemu rozktad F(3,30) (liczby stopni swobody
zostaty tu arbitralnie dobrane, dla przyktadu)

Rozktad statystyki F,,,,

180
160
w 140 - \1-OL =Pr(x<F,)
< 120 -
© 100 - \
N i \
B 60 -
v’
O 40 - o =Pr(x>F,)
20 - ‘ -

O LA mreeeen LR R RN RN R RN RN, SRR RERERERRL] IAAARERRERRERREREE] I ARRRERERRERE]
ecleololololololololololololololololoNeNoNe)
CMUAOANINKAINRNOMOANINK AN O
OO O0OO A ANANANMOMY YT NSSTITITWNDWDDWDND O

Mozliwe wartosci statystyki testowej, x
» a-100%-wa (czyli na poziomie istotnosci ) w tescie F oznaczamy symbolem

— W Excelu obliczamy jg za pomocg funkcji:
=ROZKtAD.F.ODW(prawdopodobieristwo,; stopnie _swobody1; stopnie_swobody2)
W miejsce argumentow wstawiajac kolejno: (a; ky; T — k), zachowujac kolejnos¢ stopni swobody

> to przedziat (F,, +0)
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Test F: konkluzja testu

» Reguta decyzyjna:

o Jezeli Fpy € Zy (rownowaznie: Fppy > F,), wowczas odrzucamy H, na rzecz H;.
Whioski (wszystkie trzy s rownowazne):

— test odrzuca redukcje modelu, zatem redukcja ta nie jest zasadna
— test wskazuje na taczng (statystyczng) istotnos¢ testowanych parametréw, a tym samym...
— test wskazuje na taczng (statystyczng) istotnos¢ testowanych zmiennych objasniajgcych

o Jezeli Fppyp & Zj (rownowaznie: F,p,,, < Fy), wowczas nie mamy podstaw do odrzucenia H,,.
Whioski (wszystkie trzy sg rownowazne):

— test nie odrzuca redukcji modelu, zatem redukcja ta wydaje sie zasadna
— test wskazuje na taczng (statystyczng) nieistotnos¢ testowanych parametréw, a tym samym...
— test wskazuje na tgczng (statystyczng) nieistotnosc testowanych zmiennych objasniajgcych

» Dodatkowa refleksja:
Na podstawie wykresu na poprzedniej stronie mozemy zauwazy¢, ze to odpowiednio wysokie wartosci

statystyki testowej testu F bedg Swiadczy¢ przeciwko Hy i, tym samym, na rzecz H;. Pytanie: ktory
kompoment wzoru na F,;,,, jest gtdwnie za to odpowiedzialny? Odpowiedz: Jest nim roznica
pomiedzy sumami kwadratéw reszt w modelu zredukowanym (SSE,) i w tym wyjsciowym (SSE;) —im
wieksza, tym wieksze szanse na odrzucenie H,, co tez jest bardzo intuicyjne...
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Test F: p-value

» Wartos¢ p w tescie F obliczamy w Excelu za pomocg formuty:
=ROZKLAD.F(x; stopnie_swobody1; stopnie_swobody2)

przy czym w miejsce argumentu x podajemy obliczong wartosc statystyki testowej, Fepy

» Whnioskowanie na podstawie p-value przebiega tu wedtug tych samych regut, co w przypadku testu t
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Test F: szczegdlny przypadek

» Przypomnijmy, ze podstawowy schemat (taki “szablon”) estymacji i analizy modelu regresji liniowe;j
obejmuje kilka elementéw:
e Oceny punktowe parametrow strukturalnych
e Bfedy Srednie szacunku
e Mierniki dopasowania
Testy t-Studenta istotnosci poszczegdlnych parametréw strukturalnych
Przedziaty ufnosci dla poszczegdlnych parametrow strukturalnych
...a takze — o czym nie byto wczesniej mowy:
e Test tgcznej istotnosci wszystkich wspodtczynnikdw regresji (z wyjatkiem wyrazu wolnego)

» W ramach tego ostatniego badacz chce po prostu i od razu po estymacji modelu dowiedziec sie, czy
wszystkie uwzglednione w modelu zmienne objasniajgce s fgcznie istotne, czy tez nie (i wtedy caty
model jest w zasadzie od razu “do wyrzucenia”, bo zasadniczo, catym rozwazanym zbiorem
regresorow nie udato sie wyjasni¢ zmiennosci obserwacji choéby w najmniejszej, ale jednak
statystycznie istotnej mierze).

» Test ten nie obejmuje (nie “rusza”) wyrazu wolnego — nigdy, poniewaz rola wyrazu wolnego (ktory,
oczywiscie, tez jest parametrem strukturalnym) jest zgota inna niz pozostatych wspoétczynnikéw, i
zawsze powinien by¢ obecny w modelu regresji, nawet w sytuacji, gdyby jako taki okazywat sie
statystycznie nieistotny. Podyktowane jest to pewnymi wzgledami technicznymi — jesli zaniedbacd
obecnos¢ wyrazu wolnego, wowczas oceny pozostatych parametrow bedg obcigzone, czyli albo
przeszacowane, albo niedoszacowane. Ponadto, jego obecnosc jest tez wymagana do zasadnosci
innych, bardziej zaawansowanych testow diagnostycznych przeprowadzanych w modelach regres;ji.
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Test F: szczegdlny przypadek

» W zarysowanej wyzej sytuacji, stosowny uktad hipotez mozemy zapisaé¢ w nastepujgcy sposob
(rozwazajgc ogolny zapis rownania regresji: vy, = By + [1X¢1 + PoXiy + -+ + BrXex + &):

Ho:ﬁ1=ﬁ2=”‘=ﬁK=0 VS. Hlﬁli()Vﬁz:;tOVVﬁK#:o

— Hipotezie zerowej odpowiada model (maksymalnie) zredukowany — do postaci: y; = By + &

— Hipotezie alternatywnej odpowiada model wyjsciowy

» Co do postaci statystyki testowej, okazuje sie, ze w tym wariancie testu F przyjmuje ona szczegdlna
postac (mozna to udowodnié):
RZ
E =K==l \g ~F(k—1,T - k)
p=1—R2 0 ’
T -k

lub — w postaci mniej “pagodowej”, a przez to tatwiejszej do (poprawnego) wprowadzenia w arkuszu:

R2 T —k
Fomp = 7=z 77— |Ho~F(k = 1,T =)

— Wszystkie wielkosci w powyzszych formutach (tj. wspotczynnik determinaciji i obie liczby stopni
swobody) “pochodz3” z modelu wyjsciowego.

— W zwigzku z powyzszym — uwaga! — na potrzeby przeprowadzenia tego szczegdlnego przypadku
testu F nie ma potrzeby pomocniczego szacowania “na boku” modelu zredukowanego. Uff...
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Test F: szczegdlny przypadek

» Krétka refleksja odnosnie formuty na F ;. Fopyp = T
Takze w rozwazanym tu, szczegdlnym przypadku testu F to dostatecznie wysokie wartosci statystyki testowej
prowadzg do odrzucenia Hy, a tym samym — przyjecia H; (Swiadczgcej o tym, ze obecny w danym modelu zbior
wszystkich zmiennych objasniajgcych jest tgcznie statystycznie istotny).

Pytanie: Kiedy wartosci F,,,,, beda wysokie?

Odpowiedz: Przyjrzyjmy sie przytoczonej wyzej formule — sktada sie ona z dwdch ilorazéw potaczonych iloczynem.
Pierwszy czynnik to iloraz “dopasowania” (R?) do “niedopasowania” (1 — R? = ¢?) —im wieksze dopasowanie
(jednoczesnie idgce w parze z mniejszym niedopasowaniem), tym wartosc tego ilorazu (a przez to i statystyki
testowej) jest wyzsza, co moze prowadzi¢ do odrzucenia Hy. Ma to catkiem intuicyjny sens: odpowiednio wysokie
dopasowanie zawdzieczamy wszakze obecnosci jakichs “sensownych” regresorow w modelu, wiec s3 one wszystkie
tacznie — byé moze z jakimi$ pozostatymi “bezsensownymi” zmiennymi — statystycznie istotne. Wiemy jednak, ze
wartoéé samego wspotczynnika R? wzrasta nawet na skutek uwzglednienia w modelu “bezsensownych” zmiennych
— wzrost ten, co prawda, nie bedzie wtedy tak “pokazny” (istotny), jak przy wigczeniu do modelu jakichs
“zasadnych” zmiennych objasniajgcych, ale — bedzie. Test F okazuje sie w jakis sposdb przeciwdziatac sytuacji, w
ktorej pierwszy czynnik w Fgp,,, bedzie wysoki na skutek “zbyt duzej” liczby zmiennych (przez co podejrzewamy, ze

. e ” — . . T—k L . .
te zmienne sg “Smieciowe”) — odpowiedzialny jest za to drugi iloraz: PE Przy zadanej liczbie obserwacji (T) jego

wartosc zalezy tylko od liczby regresoréw (ktére to przyczyniajg sie do takiego, a nie innego dopasowania, a zatem
tez i wartosci pierwszego czynnika we wzorze na F,,,,). Zauwazmy, ze im wyzsza liczba regresorow (k — 1, nie

. L . T—k . . s .
liczgc wyrazu wolnego), tym wartos$é catego ilorazu ﬁjest nizsza. W szczegdlnosci, gdy liczba szacowanych

parametrow (bez wyrazu wolnego) przekracza potowe liczby obserwacji (tj. k — 1 > 0,5T), woéwczas wyrazenie to
staje sie utamkiem wtasciwym (tj. liczbg z przedziatu (0, 1)), ktéry “ttumi” wartos¢ pierwszego czynnika w formule

P;amp .
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Test F: szczegdlny przypadek
» Czy REGLINP sie tu przyda? :)

— Wartosc statystyki testowej F,,,,, dla rozwazanej tu szczegdlnej postaci testu F jest dostepna w

wynikach zwracanych przez funkcje REGLINP — prosze juz samodzielnie sprawdzi¢, w ktérym doktadnie
miejscu :)

— Niemniej jednak, funkcja REGLINP nie “zatatwia za nas catej sprawy” —to my potrzebujemy
wiedzie¢, ile wynoszg odpowiednie liczby stopni swobody, a takze wyznaczy¢ wartos¢ krytyczng czy p-
value, i na ich podstawie sformutowac konkluzje testu.
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Przyktad

» Na koniec przeanalizujmy pewien przyktad “na sucho” (bez zadnych konkretnych danych), aby
uporzadkowacd sobie kwestie operacyjne

» Rozwazmy przyktadowe réwnanie regres;ji, ktore juz wczesniej pojawito sie w tej prezentacji (znaczenie
poszczegdlnych zmiennych jest tu niewazne):

Ay = Bo + B1Be + B2t + B3D + &
Jak widzimy, liczba parametréw strukturalnych (wszystkich, tgcznie z wyrazem wolnym) wynosi tu k = 4.
Ponadto, dajmy na to, ze w wyniku oszacowania powyzszego rownania (powiedzmy, na podstawie T = 20
obserwacji) uzyskano nastepujace rezultaty: suma kwadratéw reszt = 10, wspotczynnik determinacji = 0,85.

W tym przyktadzie ograniczamy sie tylko do przesledzenia sposobu postepowania w rozwigzaniu dwdch
zadan:

1) Przetestowanie fgcznej istotnosci wszystkich (z wyjatkiem wyrazu wolnego) wspétczynnikéw modelu
(czyli jednakowoz: wszystkich zmiennych objasniajgcych)

2) Przetestowanie fgcznej istotnosci parametrow f; i f3 (tym samym: tgcznej istotnosci zmiennych B;
i D, czyli de facto przedmiotem testu jest tu zasadnos¢ redukcji modelu wyjsciowego o te dwie
zmienne)
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Przyktad

» Ad 1) Przetestowanie fgcznej istotnosci wszystkich (z wyjatkiem wyrazu wolnego) wspdtczynnikéw tej

regresji (czyli jednakowoz: wszystkich zmiennych objasniajgcych)

Uktad hipotez: HO:ﬁl ES ﬁz S 33 =0 VS. Hl:ﬁl +0 Vﬁz *0 Vﬁ3 *0

Statystyka testowa — zauwazamy, ze mamy tu do czynienia ze szczegdlnym przypadkiem testu F,
wiec siegamy po stosowng formute:

R* T-k
Femp=m'a |HO~F(k—1,T—k), przyczym:k—1=3,T—k=20—4=16

Obliczamy jej wartos¢, majac na uwadze to, ze nie potrzebujemy w tym przypadku pomocniczo, “na
boku” szacowaé modelu zredukowanego (do trywialnej postaci A; = By + &), tylko korzystamy z
wynikow “juz otrzymanych” dla modelu wyjsciowego (a te mamy podane w tresci przyktadu):

085 20-—4

Femp = 1085 7 -1

Wartos¢ krytyczna (przyjmujemy domysiny poziom istotnosci « = 0,05) — korzystajgc w Excelu z
funkcji: =ROZKtAD.F.ODW(0,05; 3; 16) — F, =3,239

Zbior krytyczny: Z;, = (3,239; +0)

~ 30,222

Konkluzja: Zauwazamy, ze Fgp,p, € Zy (gdyz F,py, > F,), zatem na poziomie istotnosci @ = 0,05
odrzucamy H, na rzecz H;. Wobec tego stwierdzamy, ze wszystkie parametry rozwazanego modelu
regresji (z pominieciem wyrazu wolnego) — a tym samym wszystkie zmienne objasniajgce — sg tgcznie
statystycznie istotne.
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Przyktad

e Policzmy jeszcze p-value (celem sprawdzenia wrazliwosci otrzymanej konkluzji na zmiany poziomu
istotnosci:  =ROZKtAD.F(30,222; 3; 16) — p —value = 7,96E — 07

W notacji naukowej (ang. scientific notation) otrzymana wartos¢ oznacza, ze pierwsza cyfra znaczaca
(wynoszgca 7) pojawia sie dopiero na sio)dmym miejscu po przecinku. Zatem p-value jest tu bardzo
niskie, znaczgco (o kilka rzedéw wielkosci) nizsze od kazdego konwencjonalnego poziomu istotnosci,
wiec H, jest odrzucana nie tylko przy a = 0,05, ale takze przy kazdej innej typowej wartosci poziomu
istotnosci.

Wobec powyzszego mozemy sformutowac nastepujacy:
» Whniosek/konkluzja (dot. p-value):

Otrzymana wartosc p-value jest nizsza od kazdego konwencjonalnego poziomu istotnosci, co
oznacza, ze hipoteza zerowa jest odrzucana przy kazdej jego typowej wartosci, nie tylko przy

a = 0,05 (jak wskazano powyzej). Co wiecej, p-value jest znaczgco (bo az o kilka rzedéw wielkosci)
mniejsze od typowych wartosci poziomu istotnosci, co sktania nas ku stwierdzeniu, ze dane mocno
sprzeciwiajg sie hipotezie zerowej, tym samym implikujgc znaczng tgczng istotnos¢ wszystkich
zmiennych objasniajgcych rozwazanego modelu.
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Przyktad

» Ad 2) Przetestowanie tacznej istotnosci parametrow £ i f3 (tym samym: tgcznej istotnosci zmiennych B;
i D¢, czyli de facto przedmiotem testu jest tu zasadnos¢ redukcji modelu wyjsciowego o te dwie zmienne)

e Uktad hipotez: HO:ﬁl = 33 =0 VS. Hl:ﬁl * 0 Vﬁ?) * 0
— W H, wystepujg dwa parametry, zatem k, = 2

e Statystyka testowa — zauwazamy, ze nie mamy tu do czynienia ze szczegdlnym przypadkiem testu F,
wiec siegamy po stosowng, ogdlng formute:

SSE T—k
Fomp = (SSE: - 1) T Ho~F (ko, T = k), pray caym: ko = 2,7 —k = 20 — 4 = 16

e Obliczamy jej wartos¢ — w tym celu potrzebujemy wartosci sum kwadratéw reszt w obydwu
modelach:

— wyjsciowym — te juz mamy (jest podana w tresci przyktadu, jako juz obliczona przy okazji estymacji
gtéwnego modelu): oznaczamy jg jako SSE; = 10
— zredukowanym — tym odpowiadajgcym H,y, czyli w modelu postaci: A; = fy + [,C + &

Takiego modelu nie mamy, wiec trzeba go sobie oszacowac ,,na boku” — patrz kolejna strona
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Przyktad

W celu oszacowania modelu zredukowanego (do postaci A; = Sy + [,C; + &) potrzebujemy zapisac
g0 macierzowo:

gdzie ,8(1) = [gol, za$ X@ stanowi ,macierz X” dla tego zredukowanego modelu. Dlaczego nie
2

oznaczamy jej jako X©7? poniewaz zgodnie z ogdlnymi zapisami przedstawionymi w tej prezentacji
(w omowieniu uktadu hipotez testu), macierz oznaczona symbolem X(©) zestawia wartoéci zmiennych
objasniajgcych, ALE tych, o ktére model wyjsciowy jest redukowy (czyli tu: B; i D;), a nie tych, ktére
pozostajg w modelu zredukowanym (czyli tu: ,, 1”7 i C;).

Tak wiec na macierz xW zmiennych objasniajgcych w modelu zredukowanym sktadajg sie k — ky = 2
kolumny: pierwsza to kolumna , 1” (odpowiadajgca parametrowi 3,), a druga — grupujgca wartosci
zmiennej C; (stojacej przy 55).

Zauwazmy, ze kolumna wartosci zmiennej objasnianej, y, jest doktadnie tg samg, co w modelu
wyjsciowym (wszak chcemy objasni¢ doktadnie to samo zjawisko, tyle tylko, ze pytamy, czy obejdzie
sie 0 ,mniejszym” modelu).

Majgc macierze y (ta sama, co w modelu wyjsciowym) oraz x@ (utworzonej ,,na boku”) mozemy
oszacowa¢ model zredukowany (za pomocg MNK), wykorzystujgc funkcje REGLINP (tez ,na boku”),

z ktorej interesuje nas tylko suma kwadratow reszt —te oznaczymy jako SSE|,. Wartos¢ ta powinna
wyjs¢ wieksza niz SSE; (z przyczyn, ktore wyjasnilismy juz wczesniej). Dajmy na to, ze SSE, = 12.

(Swojg drogg, warto podkresli¢, ze oceny parametrow S, i f, bedg tu inne niz w modelu petnym)
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Przyktad

e Majac obliczong wartos¢ SSE;, mozemy wrdci¢ do obliczenia wartosci statystyki testowe;j:
F _(SSE0 1) T—k_(12 1) 20—4_16
emp — \SSE, ko  \10 2

e Wartos¢ krytyczna (przyjmujemy domysiny poziom istotnosci @ = 0,05) — korzystajgc w Excelu z
funkcji: =ROZKtAD.F.ODW(0,05; 2; 16) — F, = 3,634

e Zbidr krytyczny: Z;, = (3,634; +0)

e Konkluzja: Zauwazamy, ze F,p,p, & Zj (8dyz F,pnp < Fg), zatem na poziomie istotnosci @ = 0,05 nie
mamy podstaw do odrzucenia Hy. Wobec tego stwierdzamy, ze parametry ; i 3 (a tym samym
zmienne: B; i D;) w rozwazanym modelu regres;ji nie sg tgcznie statystycznie istotne. Tym samym
model wyjsciowy mozna by zredukowaé do postaci A; = By + (,C; + &

e Policzmy jeszcze p-value (celem sprawdzenia wrazliwosci otrzymanej konkluzji na zmiany poziomu
istotnosci:  =ROZKtAD.F(1,6; 2; 16) > p — value = 0,233
e Whniosek/konkluzja (dot. p-value):

Otrzymana wartos¢ p-value jest wyzsza od kazdego konwencjonalnego poziomu istotnosci, co
oznacza, ze hipoteza zerowa nie jest odrzucana przy kazdej jego typowej wartosci, nie tylko przy
a = 0,05 (jak wskazano powyzej).

The end :)
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