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Wprowadzenie

» Przypomnijmy punkt wyjscia naszych rozwazan, czyli zapis rdwnania regresji (w domysle spetniajgcej
wszystkie zatozenia KMINRL):
Vi = Bo + Bixi1 + Baxep + o+ BrXik + &
UWAGA: W tym materiale, przyjeto zapisywac réwnanie regresji liniowej w tej wtasnie, powyzszej postaci (tj. z wyrazem wolnym

na poczatku réwnania, oznaczonym symbolem f,, za$ liczba WSZYSTYKICH — facznie z wyrazem wolnym — parametrow
strukturalnych wynosi k = K + 1). Mozliwe sg takze alternatywne zapisy, takie jak:

Ve = B1 + BaXeo + o+ BrXxer + & czy Ve = B1Xey + BoXez + -+ B + &
Przyjecie takiej czy innej konwencji nie ma jednak wiekszego znaczenia dla ponizszych rozwazan.

> Pytanie: do czego w praktyce mozna wykorzystac taki model (oczywiscie, po jego oszacowaniu)?

- Dwa gtéwne zastosowania:

1) Do prognozowania y; (przy zadanych wartosciach regresordow, czyli “iXsow”) — o tym w niezbyt
odlegtej przysztosci :)

2) Do wnioskowania statystycznego o prawdziwych (zawsze nieznanych i niepoznawalnych)
wartosciach parametrow, ktore odzwierciedlajg wptyw poszczegdlnych zmiennych
objasniajgcych na zmienng objasniana

» Jak rozumieé pojecie “wnioskowanie statystyczne”? Modwigc nieformalnie, wnioskowanie
statystyczne to formutowanie pewnych sagdow (wnioskéw, zdan) o (z gruntu nieznanych) wartosciach
pewnych  parametrow na  podstawie ich  oszacowadn (i  pewnych  dodatkowych
wielkosci/obliczern/procedur). Wnioskowanie to ma character statystyczny, gdyz z uwagi na losowos¢
(ang. randomness) obecng w modelowanych zjawiskach jest ono zawsze obarczone mozliwoscia
popetnienia btedu (z pewnym prawdopodobierstwem).




Wprowadzenie

» Do wnioskowania statystycznego o parametrach nie wystarczg same ich oszacowania. Przyktadowo,
sama ocena punktowa parametru f5;, wynoszgca, dajmy na to, Bl = 8 jeszcze “wiosny nie czyni”.
Wazna jest przede wszystkim niepewnosc¢ zwigzana z tg oceng (czyli tzw. niepewnos¢ estymaciji),
mierzona btedem srednim szacunku, d([?l), ktéry — przypomnijmy — stanowi przecietng (in.:
spodziwang, oczekiwang) réznice pomiedzy prawdziwg (nieznang, oczywiscie) wartoscig parametru 3,
a jego oceng punktowsa, ,[?1. Jeslidla ,él = 8 otrzymujemy d(,[?l) = 12, to relatywnie (w stosunku do
owej oceny) jest to (bardzo) duzo i oznacza, ze parametr [5; nie jest szacowany precyzyjnie, a zatem i
wnioskowanie o nim bedzie takowe. Przy tak wysokiej niepewnosci estymacji “rozszerza” sie spektrum
wiarygodnych — jako$ mozliwych do zaakceptowania/wyobrazenia sobie — wartosci parametru.
Przyjmujgc w duzym uproszczeniu, ze zakres wiarygodnych wartosci parametru to przedziat
wyznaczany wg reguty: ocena parametru * jego bfqgd Sredni szacunku, wydaje sie, ze “rownie
wiarygodng” prawdziwg wartoscig parametru 8; moze tu by¢ zaréwno 8 (czy sama ocena), 4, 0, czy
-4, jaki (idgc “w drugg strone” od oceny z krokiem “co 4”): 12, 16 czy 20.! Widzimy zatem, ze nawet
wartosci ujemne mieszczg sie w tym zakresie, a po drodze takze (do$¢ kluczowa) wartosé zera.
Oczywiscie, zupetnie inny obraz otrzymalibysmy, gdyby d(,[?l) = 1,2 (czyli doktadnie o 1 rzad wielkosci
mniej)...

1 Reguta: ocena parametru + jego btqd sredni szacunku jako “przepis” na wyznaczanie zakresu najbardziej wiarygodnych
(w Swietle danych i modelu) wartosci parametru nie jest do konca poprawna. W praktyce zwykle stosuje sie regute:
ocena parametru + 2 x btqgd sredni szacunku, co, po pierwsze, jeszcze bardziej rozszerza(!) owy zakres, a po drugie —
nawigzuje do kontrukcji tzw. przedziatow ufnosci (czyli takich wtasnie zakreséw “najbardziej wiarygodnych wartosci
danego parametru”, tyle ze skonstruowanych w sposéb juz formalny, a nie tylko “na chtopski rozum”). O przedziatach
ufnosci —w osobnym odcinku :)



Wprowadzenie

» Dwie gtéwne techniki wnioskowania statystycznego:

e Testowanie (inaczej weryfkacja) hipotez statystycznych — o tym ponizej (w konkretnym
kontekscie testowania pojedynczego parametru KMNRL)

e Budowanie przedziatdw ufnosci — o tym przy innej okazji

» UWAGA: Do stosowania obydwu wymienionych wyzej technik wnioskowania statystycznego w
ramach modelu regresji liniowej KLUCZOWE jest dodatkowe, szdste zatozenie (oprécz uktadu zatozen
1-5 definiujgcych KMRL), zgodnie z ktérym przyjmujemy, ze sktadniki losowe (&t = 1,2, ..., T) maja
rozktad normalny, co zapisujemy jako &;~N. Dofgczenie tego zatozenia do uktadu zatozen KMRL
definiuje nam tzw. Klasyczny Model NORMALNEJ Regresji Liniowej, w skrocie: KMNRL. Zauwazmy, ze
owo szOste zatozenie doprecyzowuje typ rozktadu sktadnikdw losowych — o ktéorym nic orzeka
rozwazany dotychczas uktad zatozen KMRL (w tym ostatnim przyjmujemy tylko pewne zatozenia
odnosnie wartosci oczekiwanej i wariancji &, nic zas nie zaktadajgc o typie rozktadu zaburzen). Zatem
KMNRL to szczegdlny przypadek KMRL.



Wprowadzenie

» Przyjmujac, ze &~N zaktadamy, ze wartosci sktadnikéw losowych (choé same w sobie
nieobserwowalne) “rozktadajg” sie wedtug rozktadu normalnego — scentrowanego w zerze (zgodnie z
zatozeniem 4. KMRL). Funkcja gestosci takiego rozktadu (obrazujaca, ktore wartosci &; sg bardziej, a
ktore mniej prawdopodobne) jest symetryczna (wzgledem zera) i jednomodalna, z modalng
(wierzchotkiem) wtasnie w zerze (czyli zarazem w wartosci oczekiwanej) — im wieksza wariancja
rozktadu (o2), tym wieksze jego rozproszenie, a funkcja gestosci bardziej “rozptaszczona”:

Funkcje gestosci rozktadéw normalnych o
zerowej wartosci oczekiwanej i réznych
wariancjach (c?)
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Wprowadzenie

» Zatem mamy dwa uktady zatozen: KMRL i KMINRL

» Warto w tym miejscu sobie uporzgdkowac kwestie tego, ,,co mozemy, a czego nie mozemy zrobié¢” w
ramach ,,zwyktego” KMRL (bez zaktadania normalnosci rozktadu zaktécen losowych).

» W KMRL (czyli bez narzucania typu rozktadu zaburzen losowych) mozemy wykonywaé wszystko to,
czym zajmowalismy sie dotychczas, a mianowicie:

e przeprowadzac estymacje parametrow
e interpretowac ich oceny
e wyznaczac btedy srednie szacunku
e oceniac¢ dobro¢ dopasowania
» Natomiast w KMNRL mozemy dodatkowo przeprowadza¢ wnioskowanie statystyczne (za pomocgy
wymienionych wyzej technik: testow statystycznych i przedziatow ufnosci)

» Tak wiec w KMNRL zaktadamy wiecej o rzeczywistosci (wiec bardziej ,narazamy sie” na to, ze nasze
zatozenia — w szczegdlnosSci normalnosé rozktadu sktadnika losowego — mogg by¢ niespetnione, wiec
model moze nie do korica odpowiadaé realiom modelowanego zjawiska), ALE z drugiej strony, dzieki
temu dodatkowemu zatozeniu ,mozemy wiecej” i to w dodatku ,znacznie wiecej”, poniewaz bez
mozliwosci wnioskowania statystycznego (niedajgcego sie przeprowadzi¢c w KMRL) nie mozemy
wnioskowac o ,prawdziwej naturze” modelowanego wycinka rzeczywistosci.

» Ponadto, w KMNRL estymator MNK ma jeszcze lepsze wtasnosci niz w KMRL: jesli bowiem zatozy¢, ze
g~N, wowczas estymator MNK jest najlepszy sposrod wszystkich (i liniowych, i nieliniowych)
nieobcigzonych estymatorow wektora parametrow strukturalnych. W KMRL — przypomnijmy — jego
,najlepszosc¢” ograniczata sie ,,tylko” do klasy liniowych nieobcigzonych estymatoréw.



Wprowadzenie

» Po tej diuiszej (ale wazinej) dygresji, wroémy do wspomnianych dwodch gtédwnych technik
whnioskowania statystycznego:

e Testowanie (inaczej weryfkacja) hipotez statystycznych —i tym zajmiemy sie teraz

e Budowanie przedziatdw ufnosci — o tym przy innej okazji

» Testowanie hipotez statystycznych:

e Hipoteza statystyczna (w skrdcie: hipoteza) = zdanie/stwierdzenie, ktdrego prawdziwos¢ (albo
raczej wiarygodnos¢) podlega sprawdzeniu (testowi)

e Testowaniu zawsze podlega uktad dwdch wykluczajgcych sie wzajemnie hipotez dotyczacych
parametrow (a nie ich oszacowan); ukfad ten stanowig dwie hipotezy: tzw. hipoteza zerowa
(oznaczana symbolem H,) oraz hipoteza alternatywna (H,). Szkielet zapisu ukfadu (“vs.” = fac.
versus):

HO: ... VS. Hl:

e Testowaniu moze podlega¢ pojedyczy parameter (np. ;) lub pewna ich grupa; w tym materiale
uwage poswiecimy testowaniu pojedycznego wspodtczynnika regresji (czyli ogdlnie f;, dla
wybranego i € {0, 1, ..., K}); testowaniem grup parametréw zajmiemy sie w kolejnym odcinku :)

e Wiasciwym dla problemu testowania hipotez dot. pojedycznego parametru w KMNRL jest tzw.
test t-Studenta (w skrécie: test t)



Procedura testu statystycznego — ogodlnie

» Na kazdy test statystyczny (dowolny, nie tylko test t-Studenta) sktada sie 5 elementéw:
1) Zapis testowanego uktadu hipotez

2) Dobranie tzw. statystyki testowej (wtasciwej do problemu) — o konkretnym, znanym rozktadzie
prawdopodobienstwa przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa (H,) jest prawdziwa (i w domysle: przy
spetnionych zatozeniach KMNRL); obliczenie wartosci tej statystyki

3) Przyjecie konkretnej wartosci tzw. poziomu istotnosci, oznaczanego symbolem «
4) Wyznaczenie tzw. wartosci krytycznej i zbioru krytycznego

5) Sformutowanie konkluzji testu



Test t-Studenta: uktad hipotez

» Przypomnijmy:
e zapis modelu: Yy = Bo + B1X¢1 + BoXez + - + BrXex + &

e zajmujemy sie wnioskowaniem o pojedynczym parametrze strukturalnym, ogodlnie f;, dla
wybranegoi € {0, 1, ..., K}

» Interesuje nas rozstrzygniecie, czy wiarygodna (w S$wietle posiadanych danych i w ramach
oszacowanego modelu) jest hipoteza mdwigca, ze parametr f; jest rowny pewnej zadanej przez nas,
konkretnej, hipotetycznej jego wartosci — te okreslamy (bardzo intuicyjnym :) mianem testowanej (in.:
hipotetycznej) wartosci parametru f3;, i oznaczamy symbolem S;". Te réwnos¢ podlegajaca testowaniu
(B; = B;) uimujemy w postaci hipotezy zerowej (H,), z ktérag mozemy zestawi¢ jedng z trzech postaci
hipotezy alternatywnej (H;). Stad tez trzy mozliwe — alternatywne — uktady hipotez, rdoznigce sie
kierunkiem nierownosci w Hy:

e Test dwustronny: Ho:B; = B vs. Hy:B;#pB;
e Test lewostronny: Hy:B; = B vs. Hy:B; < B
e Test prawostronny: Hy:B; =06; vs. Hy:f; > 0;
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Test t-Studenta: uktad hipotez

e Test dwustronny: Ho:B; = B vs. Hy:B;#PB;
e Test lewostronny: Hy: B; = ﬁi* vs. Hp:f5; < ﬁi*
e Test prawostronny: Ho:B; = B vs. Hy:B; > B

» Il1Zauwazmy!!! W hipotezie zerowej zawsze jest/musi by¢ znak réwnosci (=). Ponadto, w zapisie
hipotez zawsze wystepujg parametry (bez daszka), a nie ich oceny (z daszkiem). Btedny bytby zapis np.
HO:Bi = [3; — przeciez to, ile wynosi ocena parametru, to akurat wiadomo, bo ja mozemy obliczy¢,
wiec nie ma sensu o niej przeprowadza¢ wnioskowania statystycznego. To o parametrach chcemy
whnioskowacd i to z dwéch powoddw: 1) nie znamy (i nie poznamy) ich prawdziwych wartosci (a chcemy
jednak méc cos o nich powiedzie¢ = wnioskowac), 2) interesujg nas, bo mowig o tej prawdziwe;j
naturze modelowanego zjawiska, o tych prawdziwych zaleznosciach, ktore tylko czesciowo s3g
odzwierciedlone w informacji zawartej w (zawsze przeciez ograniczonej) probie i tym samym w
oszacowaniach parametréw.

» Co do postaci hipotezy alternatywnej, w praktyce domyslnie przyjmuje sie dwustronny wariant testu.
Zdecydowanie sie na ktérychs z wariantow jednostronnych musi by¢é podyktowane jakimis
dodatkowymi przestankami. Zilustrujemy to za chwile w Przyktadzie 1.
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Test t-Studenta: uktad hipotez

» Co w praktyce oznacza zapis widniejagcy w H,? Wartos¢ parametru S; (w H, rowna/zadana na
poziomie ;") ma takie samo znaczenie interpretacyjne jak ocena tego parametru, tj. ,éi (patrz zajecia z
interpretacji ocen parametréw w KMNRL). Zatem testujac hipoteze f; = f5;° chcemy w istocie
rozsadzi¢, czy wiarygodne jest (z punktu widzenia danych i modelu) to, ze “wraz ze wzrostem wartosci
zmiennej x;; 0 1 jednostke (przy ustalonych wartosciach pozostatych zmiennych objasniajgcych)
warto$¢ zmiennej objasnianej y, wzrasta (przy S > 0) / spada (przy S, < 0) $rednio o |B;]
jednostek”.? W gre wchodzg oczywiscie wszystkie pozostate schematy interpretacyjne, o ktérych
uczyliSmy sie na wczesniejszych zajeciach.

» Wybor testowanej wartosci parametru (f;) i wariantu testu (dwustronny lub ktérys jednostronny)
zalezy od konkretnego problemu. Zilustrujemy to na nastepujgcym przyktadzie — patrz kolejna strona.

2 Modut uzyty tu w celu unikniecia tej “niezrecznej” sytuacji, gdy ;" < 0 i bez zastosowania modutu musieliby$my mowic
o spadku o np. minus 5 jednostek (gdyby 5; = —5). Owszem, ujemny znak informuje o spadku, ale méwigc o spadku

zawsze wyrazamy sie w kategoriach wartosci dodatnich, czyli tu: spadek 0 5 = | — 5] jednostek.
12



Test t-Studenta: uktad hipotez

Przyktad 1. Rozwazmy model, z ktérym zetknelismy sie w materiale ,,Mierniki dopasowania modelu regres;i
liniowej do danych” — patrz tamtejszy Przykfad 1. Zapiszmy model (nieoszacowany):

Ei = Bo + Byl + BoH; + &,
gdzie:
o E; —wielkos¢ miesiecznych wydatkéw gospodarstwa domowego na transport (w zt/osobe w g.d.)
o [, —wielko$¢ miesiecznych dochodéw gospodarstwa domowego (w setkach zt / osobe w g.d.)

e H, —typ gospodarstwa domowego: zmienna typu 0-1, przy czym H; = 1 dla gospodarstw
pracowniczych, zas H; = 0 dla gospodarstw emerytéw i rencistow

Proponuje mate €éwiczonko :) Dla testowania ponizszych stwierdzen (na kolejnej stronie) zapisz stosowny
uktad hipotez. KONIECZNIE wykonaj samodzielnie to ¢wiczenie — dopiero po ostatnim punkcie zajrzyj do
rozwigzania (na jeszcze nastepnym slajdzie).
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Test t-Studenta: uktad hipotez

Przykiad 1. c.d.

UWAGA: punkty wyrdznione przekresleniem NIE obowigzujg Paninstwa (ani tu, ani tez w dalszej czesci
materiatu, jesli s3 do nich robione jakie$s odniesienia)

1) Wielkos¢ dochodu g.d. istotnie wptywa na wielkos¢ wydatkéw g.d. na transport

2) Wielkos¢ wydatkéw g.d. na transport w gospodarstwach emerytéw i rencistow rézni sie od tej w
gospodarstwach pracownikéw.

3) Wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. wzrasta takze wielko$¢ wydatkéw g.d. na transport

6) Wielkos¢ wydatkéw gospodarstw domowych emerytdéw i rencistdw na transport jest nizsza od tej w
gospodarstwach pracowniczych.

7) Typ gospodarstwa domowego nie determinuje wielkos$ci ponoszonych przezen wydatkéw na transport.

9. A - A ) alaa A - aldaliliNaVaYala¥Va¥Ya 0 a ) ()() - alaV¥a A - - A ) M\ A ) a a a¥a A
- U v UV w UV S O waAw - waw 7 UV -, AEAwE® A A —a v C C waAw v C
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Test t-Studenta: uktad hipotez — odpowiedzi do Przyktadu 1

1) Wielkos¢ dochodu g.d. istotnie wptywa na wielkos¢ wydatkéw g.d. na transport:

Hy:$;=0 wvs. Hi:p; #0 (czyli: nie wptywa vs. wptywa; test istotnosci parametru ;)

2) Wielkos¢ wydatkow g.d. na transport w gospodarstwach emerytow i rencistow rdzni sie od tej w
gospodarstwach pracownikéw:

Hy:5,=0 wvs. H:p, #0 (czyli: nie rézni sie vs. rozni sie; test istotnosci parametru f,)

3) Wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. wzrasta takze wielkos¢ wydatkow g.d. na transport:

Hy:,=0 wvs. Hi:; >0 (czyli wydatki: nie zmieniajg sie vs. wzrastajg; test dodatniosci ;)

4) W gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkéw na transport jest wyzsza w stosunku do
gospodarstw emerytéw i rencistéw Srednio o 10 zt/osobe:

Hy: >, =10 wvs. Hy:f, #+ 10 (czyli wydatki: sg wyzsze o Srednio 10 zt/os. vs. nieprawda, ze Ho)

5) W gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkéw na transport jest wyzsza w stosunku do
gospodarstw emerytéw i rencistow srednio o mniej niz 35 zt/osobe.

Hy: B, =35 wvs. Hy:f3, <35 (czyli wydatki sg wyzsze o $rednio: 35 zt/os. vs. mniej niz 35 zt/os.)
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Test t-Studenta: uktad hipotez — odpowiedzi do Przyktadu 1 — c.d.

6) Wielkos¢ wydatkéw gospodarstw domowych emerytdow i rencistdw na transport jest nizsza od tej w
gospodarstwach pracowniczych:

Hy:B, =0 wvs. Hi:6, >0 (czyli wydatki w obydwu typach g.d.: sg jednakowe vs. g.d. emer. i
rencistow wydajg mniej, co jest rownowazne —i to jest bezposrednio zapisane w H; — temu, ze g.d.
pracownikow wydatkujg wiecej; takie podejscie jest tu konieczne z uwagi na przyjete kodowanie wartosci
zmiennej H;, ktora — przypomnijmy — wartosc ,,1” przyjmuje dla gospodarstw pracownikow

7) Typ gospodarstwa domowego nie determinuje wielkosci ponoszonych przezen wydatkéw na transport:

Hy:5,=0 wvs. H:p, #0 (tylko inne brzmienie punktu 2, ale znaczenie identyczne)

8) Wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. o 100 zt/osobe, wielkos¢ wydatkéw g.d. na transport wzrasta
Srednio o 7 zt/osobe:

Hy:$,=7 vs. H:p1 #7 (czyli wydatki: nie zmieniajg sie vs. wzrastajg)

UWAGA: Jak pewnie Panstwo zauwazyli, w niektdorych punktach az sie prosi, by ,,dofiksowac” wartosci pozostatych
zmiennych objasniajgcych (w sumie jednej: albo wielkos¢ dochodu g.d. albo typ g.d.). Przyktadowo, w pkt 8 mozna by
doprecyzowaé, ze chodzi o ,gospodarstwo domowe danego typu” (= ustalamy jego typ). W praktyce jednak, czesto ten
zabieg — jakkolwiek wazny i nie do pominiecia na etapie formutowania samych interpretacji ocen parametrow — jest
pomijany w stownym brzmieniu hipotez, ktdre majg zosta¢ poddane testowaniu. Niemniej, w istocie, nawet jesli ,fixing”
wartosci pozostatych zmiennych objasniajgcych jawnie nie wybrzmiewa w tresci hipotezy, to i tak (domysinie)
obowigzuje.
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Test t-Studenta: uktad hipotez — test istotnosci

» Zanim przejdziemy dalej, oméwmy pewien szczegdlny (i kluczowy z punktu widzenia praktyki)
przypadek szczegdlny testu t — taki, w ktéorym przedmiotem testowania jest zerowa wartosé

parametru:
Hy:;i =0 vs. Hi:p;#0
» Test, w ktérym sprawdzany jest powyzszy uktad hipotez nazywamy testem istotnosci (parametru £;)

» 0 czym mowig tak postawione hipotezy:

HO:’Bi=O Hlﬂl¢0

Parametr [5; nie jest statystycznie rozny od zera Parametr [3; jest statystycznie istotnie rézny od zera
— Rzadziej uzywa sie okreslenia:

Parametr jest statystycznie réwny zero

Parametr [5; jest statystycznie nieistotny Parametr [3; jest statystycznie istotny

— Rownowaznie mozemy powiedziec:

Parametr [5; nie jest statystycznie istotny

Pamietamy, ze wspotczynnik regresji 3; uimuje wptyw odpowiedniej zmiennej objasniajacej, x;;, na zmienna
objasniang, y;. Dlatego w powyzszych sformutowaniach wyrazenie ,Parametr 8;” mozna by zastgpi¢ wyrazeniem
»Wptyw zmienne;j ... na ...”, wstawiajgc w miejsce wielokropka nazwy stosownych zmiennych w modelu.
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Test t-Studenta: statystyka testowa

» Podsumowujgc wczesniejsze rozwazania, w pierwszym etapie testu zapisujemy uktad hipotez.
Przypomnijmy, ze w kontekscie rozwazan prowadzonych w tym materiale, poswieconych testowaniu
pojedynczego parametru regresji, uktad ten mozemy zapisac na 3 sposoby, w zaleznosci od
testowanego stwierdzenia:

e Test dwustronny: Hy:f; =pB; vs. Hy:fi#pB;

e Test lewostronny: Ho: ;i =B; vs. Hyf; <p;
e Test prawostronny: Hy:B; = B; vs. Hy:B; > Bi

» W kolejnym etapie siegamy po odpowiednig statystyke testowga — czyli pewng funkcje wynikéw
estymacji parametrow. W przypadku testu pojedynczego parametru (f;) — bez wzgledu na wariant
testu (dwustronny czy jednostronny) — przyjmuje ona postac:

((B,) = Bi _A:Bi

d(pi)

(czyli od oceny parametru odejmujemy jego testowang wartos¢, a catg rdznice dzielimy przez btad
Sredni szacunku parametru). Statystyke te okreslamy mianem statystyki t-Studenta (w skrocie:
statystyki t). W szczegdlnym przypadku, jakim jest test istotnosci (i tym samym: nieistotnosci)
parametru f3;, statystyka t przyjmuje postaé tzw. ilorazu t (in.: ilorazu t-Studenta, ilorazu Studenta;
ang. t-ratio), czyli ,,ocena przez btad”:

~

Bi
d(B)

t(By) =
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Test t-Studenta: statystyka testowa

» W ogdlnosci (i przy zatozeniach KMNRL), mozna pokazaé, ze statystyka t — przy prawdziwos$ci hipotezy
zerowej — ma rozktad t-Studenta o T-k stopniach swobody, co zapisujemy:

Bi-Bi
t(By) = R |Ho~St(T — k),

gdzie — przypomnijmy — T oznacza liczbe obserwacji, zas k — liczbe wszystkich parametréow
strukturalnych regresji (fagcznie z wyrazem wolnym, k = K + 1).

» Rozktad t-Studenta jest podobny do rozktadu normalnego — symetryczny i jednomodalny, tu w
dodatku scentrowany w zerze. Ma jednak grubsze ogony (ang. fat tails), co oznacza, ze w tym
rozktadzie wartosci dalekie na lewo i na prawo od modalnej (ktdéra znajduje sie w zerze) sg bardziej
prawdopodobne anizeli w rozktadzie normalnym. Warto jednak podkresli¢, ze wraz ze wzrostem liczby
stopni swobody (wynoszacej T — k), ktéra to jest jedynym parametrem tego rozktadu, rozktad t-
Studenta dazy do standardowego rozktadu normalnego, N (0, 1):

Gestos¢ rozktadu t-Studentao v

stopniach swobody
0.45 -

f(x)
03 -

0.15 1 e\ --> niesk.

(N(0, 1))
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Test t-Studenta: statystyka testowa

» Co to w ogodle oznacza, ze statystyka t — przy prawdziwosci hipotezy zerowej (i w domysle: przy
zatozeniach KMINRL) — ma rozktad t-Studenta (o T-k stopniach swobody)? Uswiadomijmy sobie, ze
cata , klasyczna” statystyka opiera sie na fundamentalnym zatozeniu o prébkowaniu, zgodnie z ktérym
modelowany zbidr danych traktuje sie jako pewng prébe losowg z (teoretycznie) nieograniczonej
populacji (czyli jak zbudowalismy model na przyktad dla 10 gospodarstw domowych, to te 10
gospodarstw traktujemy jako probe losowg z teoretycznie nieskonczonej catej populacji takowych
gospodarstw). Zatem dla konkretnego zbioru danych otrzymujemy konkretne wyniki liczbowe
estymacji (oceny parametrow i btedy srednie szacunku). Jesli jednak ,wylosowalibysmy” inng prébe,
to otrzymalibysmy (mniej lub bardziej) inne wyniki estymacji — oceny i btedy srednie. | gdybysmy tak
losowali w nieskoriczonos¢, to moglibysmy wyznaczy¢ caty rozktad otrzymywanych wartosci — w
postaci funkcji gestosci, czyli takiego ,,ucigglonego histogramu”. Taki rozktad (jego funkcja gestosci, w
skrocie: gestosc¢) — na przyktad ocen parametru f; — informowatby nas o tym, ktérych z tych wartosci
nalezatoby sie spodziewac bardziej (wysokie wartosci gestosci), a ktdrych rzadziej czy prawie w ogdle
(niskie i zdgzajgce do zera wartosci gestosci). Oczywiscie, ,ogonowe” wartosci ocen parametru f3;
(czyli te, dla ktorych wartosci funkcji gestosci wygasajg do zera) to te, ktdre bardzo rzadko wystepujg, i
sg nietypowe (w danym rozktadzie).

Podobnie ma sie sprawa z rozktadem (gestoscig) statystyki testowej — obrazuje on, ktére wartosci
tej statystyki sg ,typowe” (tam gdzie gestosé¢ przyjmuje wysokie wartosci) i w zwigzku z tym
nalezatoby sie ich spodziewaé bardziej, a ktére ,nietypowe” (te w ogonach) — UWAGA — przy
zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa (i zatozenia KMNRL sg spetnione). Dlaczego przy tych
zatozeniach? Bo tylko przy nich statystyk matematyczny jest w stanie wykaza¢ formalnie (udowodnié)
to, ze faktycznie ,tak, a nie inaczej” wyglada rozktad wartosci statystyki testowe;j.
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Test t-Studenta: poziom istotnosci, wartos¢ krytyczna, zbior krytyczny

» Zatem w rozkfadzie statystyki testowej mozemy wyodrebni¢ dwa obszary (in.: zbiory) jej wartosci:
e Zbior wartosci typowych (w swietle Hy) — tych wokoét modalnej (wysokie wartosci gestosci)
e Zbidr wartosci (w Swietle Hy) — znajdujgcych sie w ogonach rozktadu

» Przyjrzyjmy sie ponizszemu wykresowi — ilustruje on rozktad statystyki testowej t-Studenta, z zaznaczeniem
wspomnianych obszaréw (odcinki o odpowiednich kolorach na osi OX) w przypadku testu dwustronnego

(przypadki jednostronne — na kolejnym slajdzie).

Test dwustronny (H;: B; # 3;*)

0.5 ~
l-a = Pr(|x| < tu/z)

0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -

SRy v

LONTNONQNGNON NN M T INWN
T o'a'g'9 © N o o

Gestos¢ rozkt. t-Studenta

Mozliwe wartosci statystyki testowej, x

Pole pod krzywg gestosci nad danym zakresem
wartosci stat. test. jest prawdopodobienstwem
tego, ze wartos¢ stat. test. znajduje sie w tym
zakresie. to zbior a - 100% najbardziej
w swietle H, wartosci statystyki test.

Zbior bedgcy sumg pomaranczowych odcinkdw nazywamy

(in.: obszarem krytycznym) — stanowig go ,, nietypowe”
(w Swietle H,) wartosci statystyki testowej, czyli tzw. ogony
rozktadu. Przyjmuje on tu postac:

Zy = (—%; _ta/z) U (ta/z; +0)
ta2— (odczytywana z tablic rozktadu Studenta)

a — tzw. poziom istotnosci, czyli jakies niskie prawdopodobienstwo
owych , nietypowych” wartosci statystyki testowej; okresla ono
,8dzie sg ogony”, od ktdrej wartosci (wartosci krytycznej) sie te
ogony zaczynajg. UWAGA: poziom istotnosci zadajemy
samodzielnie — to nasza decyzja. Standardowo przyjmuje sie ktoras
z trzech wartosci: 0,01, albo 0,05, albo 0,1 (domyslnie przyjmuje
si¢ a = 0,05). Dopiero przy zadanym «a znajdujemy t, /5.
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Test t-Studenta: poziom istotnosci, wartos¢ krytyczna, zbior krytyczny

» Sytuacja w jednostronnych wariantach testu t:

. * . *
Test lewostronny (H,: B, < 3,*) Test prawostronny (H,: B; > ;%)
0.5 1 0.5 -
3 1-o0 = Pr(x>-t ) 8 1-a=Pr(x<t,)
c [0 c o
204 L 04 -
2 2
L03 - <03 -
% =
© 0.2 © 0.2 -
3 b a
201 201 - \ i
[ (0
U] 0 © 0
DN NOU QNN SHNOW NN MmN SN DN TN M N AN SN O N N NN M N S 1N
S 9 9 Q@ 0 4 a8 o Iy 9 ¢ @ o 4 a4 o
Mozliwe wartosci statystyki testowe;j, x Mozliwe wartosci statystyki testowej, x
Z = (—00; —tg) Zy = (tg; +0)

» Uwagi:
e t,/, —dwustronna wartosc krytyczna
= Zj = (—0; —ty/2) U (ty/2; +90) —dwustronny zbidr krytyczny
e t,—jednostronna wartosc¢ krytyczna:
= 7}, = (—o0; —t,) —lewostronny zbior krytyczny
= Z = (t,; +00) — prawostronny zbior krytyczny
e Lewo- i prawostronny zbidr krytyczny sg symetryczne wzgledem 0, co wynika z symetrii rozktadu
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Test t-Studenta: poziom istotnosci, wartosc krytyczna, zbior krytyczny

» Jak wspomniano wczesniej, poziom istotnosci okresla sam badacz, przyjmujac jedng z typowych jego
wartosci (0,01; 0,05; 0,1), zas stosowng wartos¢ krytyczng (jedno- lub dwustronng, przy danym « i
liczbie stopni swobody, T — k) odczytujemy z tablic rozktadu t-Studenta Ilub korzystamy z

odpowiedniej funkcji w arkuszu Excel:
=ROZKtAD.T.ODW(poziom_istotnosci; stopnie_swobody)

Powyzsza funkcja zwraca zawsze dwustronng wartosc¢ krytyczng (,,rozktadajac” zadang wartosc
poziomu istotnosci symetrycznie, po a/2 w lewym i prawym ogonie rozktadu).

— Pytanie ,,na pomyslunek”: Co trzeba by zrobi¢ z argumentem ,poziom_istotnosci” w tej funkgc;ji,
aby — dla danego poziomu istotnosci @ — zwrdcita ona jednak wartos¢ jednostronng? Kazdy niech

sprébuje pomyslec :)

» Majgc wartosc¢ krytyczng (w postaci konkretnej liczby), mozemy zapisa¢ odpowiedni zbidr krytyczny, w
takiej postaci, jaka jest stosowna dla przeprowadzanego wariantu testu (dwu- lub jednostronny).

— Pytanie ,,na pomyslunek”: Co sie stanie z wartoscig krytyczng i zbiorem krytycznym jesli zwiekszy¢
poziom istotnosci (np. z 0,05 do 0,1)?

» No dobra... ALE PO CO TO WSZYSTKO?? Do czego to nas prowadzi?? Te pytania, nurtujgce sie w sercu
kazdego Czytelnika domagajg sie wyjasnienia LOGIKI testu statystycznego — patrz kolejny slajd.
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Test t-Studenta: logika testu statystycznego

» W praktyce zazwyczaj (i tak tez zatézmy dalej) mamy do dyspozycji jedng prébe (jeden zbiér danych),
wiec mozemy obliczy¢ tylko jedng, konkretng wartos¢ statystyki testowej (do jej wzoru podstawiajac
otrzymang ocene danego parametru i btad Sredni szacunku). Zatem w owej praktyce nie otrzymujemy
,catego rozktadu” wartosci statystyki testowej. Rozktad ten — wyznaczony na , poziomie teorii” —
pozwala nam tylko ,rozeznad”, gdzie nalezy sie spodziewa¢, ze ta jedna konkretna wartos¢ statystyki

testowej (ktdrg uzyskujemy dla konkretnego zbioru danych i w konkretnym modelu) moze sie
ulokowac¢ z mniejszym lub wiekszym prawdopodobienstwem: czy w obszarze typowych jej wartosci,
czy tez w zbiorze krytycznym. Rozktad ten — pamietajmy — Zze jest wyznaczony przy zatozeniu
prawdziwosci H, i ,unaocznia” on, ktorych wartosci statystyki testowej sie nalezy
najprawdopodobniej spodziewaé (z wysokim prawdopodobienstwem 1 — a), a ktére sg raczej
,hietypowe” (= zbidr krytyczny) i raczej mato prawdopodobne (jesli H, miataby by¢ prawdziwa).
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Test t-Studenta: logika i konkluzja testu statystycznego

» W zwigzku z powyzszym kluczowe w testach statystycznych (wszelakiej masci, nie tylko w tescie t) jest
sprawdzenie, gdzie znajduje sie otrzymana (na podstawie konkretnych wynikdw estymacji) wartos¢
statystyki testowej: czy w zbiorze jej typowych (,,typowo spodziewanych”) wartosci, czy tez w zbiorze
krytycznym, a jesli w tym ostatnim — UWAGA! — to wtedy stwierdzamy, ze w Swietle hipotezy zerowe;j
zdarzyto sie cos nietypowego, cos zbyt mato prawdopodobnego, aby hipoteza zerowa mogta byc
uznana za prawdziwg (czy mniej ostro: wiarygodng). Dlatego tez, jesli otrzymana wartos¢ statystyki
testowe] ,,wpada” do zbioru krytycznego, wéwczas odrzucamy hipoteze zerowa i przyijmujemy

hipoteze alternatywng. Co jednak, gdy wartos¢ statystyki testowej ,nie wpada” do zbioru
krytycznego? Czy mozemy powiedzie¢, ze uznajemy H, za prawdziwg i jg przyimujemy? Niestety NIE

do konca... Na gruncie gtebokiej epistemologii (wiem, powiato i pompg, i grozg jednoczesnie... ;)
wskazuje sie, ze w takiej sytuacji, tj. gdy wartos¢ statystyki testowej ,nie wpada” do zbioru
krytycznego (czyli w swietle H, zdarzyto sie cos w duzej mierze prawdopodobnego, typowego, ,tego
sie nalezato spodziewac”), wéwczas po prostu nie zdarzyto sie co$, co by przeczyto H,, wiec
konkludujemy wtedy tylko, ze nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zatem... — patrz
nastepny slajd.
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Test t-Studenta: logika i konkluzja testu statystycznego

» Reguta decyzyjna testu statystycznego (dowolnego, nie tylko t-Studenta):

e Jezeli wartosc statystyki testowej nalezy (,,wpada”) do zbioru krytycznego, wéwczas — przy danym
poziomie istotnosci — odrzucamy hipoteze zerowg na rzecz hipotezy alternatywnej

W tescie t-Studenta statystyke testowg oznaczamy symbolem t(5;), wiec powyzsze stwierdzenie
mozemy zapisa¢ bardziej symbolicznie/skréotowo:

t(B;) € Z,, = odrzucamy H, na rzecz H; (przy zadanym «a)
(czyli test ,,opowiada sie” za hipotezg alternatywng, ktdérg przyjmujemy)

e Jezeli wartos¢ statystyki testowej NIE nalezy (,NIE wpada”) do zbioru krytycznego, woéwczas —
przy danym poziomie istotnosci — nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej:

t(B;) & Z;,, = nie mamy podstaw do odrzucenia H; (przy zadanym «)
(czyli test ,opowiada sie” za hipotezg zerowg, cho¢ nie uprawnia nas to jeszcze do jej przyjecia)

> Zauwaimy, ze ostateczna konkluzja testu moze ZALEZEC od wyboru poziomu istotnoséci i wraz z jego
Zmiang moze sie zmienic.

— Pytanie ,,na pomyslunek”: Jesli zwiekszy¢ poziom istotnosci (np. z 0,05 do 0,1), to odrzucenie H,

staje sie bardziej czy mniej prawdopodobne???
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Test t-Studenta: poziom istotnosci — revisited

» Na chwile powrdémy do poziomu istotnosci («) i roli, ktérg odgrywa w testowaniu. Wiemy, ze:

1) Wyboru jego konkretnej wartosci dokonuje sam badacz (czyli my :), wybierajgc jedng z trzech
typowych: 0,01; 0,05; 0,1. Jesli nic nie sugeruje inaczej (w szczegdlnosci tres¢ zadania :), wéwczas
domyslnie przyjmujemy a = 0,05.

2) Jest prawdopodobienstwem nietypowych, mato prawdopodobnych / wiarygodnych z punktu
widzenia H, wartosci stastyki testowej — wartosci, ktore w zwigzku z tym traktujemy jako
przeczgce samej H, (na rzecz hipotezy alternatywnej).

3) Wptywa na to, gdzie w rozktadzie statystyki testowej jest potozona wartos¢ krytyczna i jak
wptywa to na ,,dtugos¢” zbioru krytycznego (,,dtugosé” w cudzystowie, bo zasadniczo jego dtugosc
— z uwagi na samg jego konstrukcje — jest nieskonczona, nawet jesli przesuniemy wartosc
krytyczng w jedng czy drugg strone)

4) W zwigzku z powyzszym, jego modyfikacja moze rowniez zmieni¢ konkluzje (dlatego w praktyce
mozna wykonac test przy réznych wartosciach a, sprawdzajgc ,wrazliwosé¢” konkluzji testu)
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Test t-Studenta: poziom istotnosci — revisited

» Na podstawie powyzszej uwagi 2) mozemy mie¢ mate ,,ALE” do procedury/logiki testu statystycznego.
Z t3 uwaga sie, owszem, zgadzamy, ale pamietajmy, ze wartosci w zbiorze krytycznym — cho¢ mato
prawdopodobne w Swietle H, — tak jednak przeciez tez moga ,wynika¢” z H,, statystyka testowa
moze je przyjmowac takze gdy H, jest w istocie prawdziwa — tyle tylko, ze z bardzo matym
prawdopodobienstwem. Tak wiec jesli otrzymamy wartosc¢ statystyki testowej ,,wpadajacg” do zbioru
krytycznego, wowczas H, tez moze byC¢ prawdziwa — ALE poniewaz moze to mie¢ miejsce tylko z
bardzo niskim prawdopodobienstwem (rownym przyjetemu poziomowi istotnosci, a), to UZNAJEMY,
ze to zbyt mato prawdopodobne, aby H, byta jednak prawdziwa, i dlatego jg odrzucamy (na rzecz
alternatywy). Mozemy sie jednak... myli¢!

» Zatem pomytka polega tu na tym, ze ,niechcacy” odrzucamy hipoteze (zerowg), ktéra moze by¢
prawdziwa.

» W statystyce takg pomytke okreslamy mianem btedu | rodzaju = odrzucenie prawdziwej H,
(,,niechcacy”)

» W takim razie poziom istotnosci to prawdopodobienstwo popetnienia przez nas btedu | rodzaju. Sami
je zadajemy, sami sie na nie godzimy — to ,cena”, ktérg (trochu ,,w ciemno”) godzimy sie zaptacié. Zysk
jednak polega na tym, ze mamy w ogdle mozliwos¢ skorzystania z testu statystycznego —
postepowania/procedury, ktéra: 1) ma porzadne postawy teoretyczne i dzieki temu jest
sformalizowana, 2) stuzy naszemu poznaniu (z pewnymi ograniczeniami, oczywiscie, ale jednak)

» W tescie statystycznym mozemy popetnic takze tzw. btad Il rodzaju = nieodrzucenie fatfszywej H,, co
wydaje sie mie¢ powazniejsze skutki, lecz nie bedziemy tu rozwija¢ tego watku... (Uszami wyobrazni
stysze donosne: , Uff...!1" ;)
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(Czas na... ) Przyktady

Powrdéémy do Przyktadu 1 i przeprowadzmy wybrane trzy (sposrod sformutowanych tam) uktady hipotez:
nr1, 3i5 (przytoczone ponizej). Przypomnijmy model (z oszacowaniami parametrow — patrz Przyktad 1 w
materiale o miernikach dopasowania):

E, =-342+ 711, + 27,3H; + §  (oszacowany na podstawie T = 10 obserwacji)

Zatem:
Bo = =342, b = 7,1; b, = 27,3.
Do testéw bedziemy potrzebowali jeszcze btedow srednich szacunku. Przyjmijmy, ze te wyniosty kolejno:

d(Bo) = 1,2; d(By) = 3,5; d(B) = 4.3.
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Przyktady

1) Wielkos¢ dochodu g.d. istotnie wptywa na wielkos¢ wydatkow g.d. na transport:

e Zapis uktadu hipotez: Hy:; =0 wvs. Hi:p; #0 (test dwustronny)
e Zapis statystyki testowej'
t(By) = d(ﬁ )|H0 ~St(T — k), przyczymT —k=10—-3=7

e Obliczenie wartosci statystyki testowe;j:

B 71
t(By) = d( 1) 3,5~2,029

e Ustalenie poziomu istotnosci: « = 0,05 (domysiny, gdyz w zadaniu nie zasugerowanego innego)

e Odczytanie wartosci krytycznej (tu: dwustronnej) — za pomocg funkcji w Excelu:
=ROZKtAD.T.ODW(0,05;7) = t,/, = 2,364

e Zapisanie zbioru krytycznego (dwustronnego): Z;, = (—o0; —2,364) U (2,364; +0)

e Sprawdzenie, czy statystyka testowa ,,wpada” do Z; — nie wpada, wiec zapisujemy:

t(By) = 2,029 ¢ Z;, = brak podstaw do odrzucenia H,

e Konkluzja testu — petna obejmuje dwie czesci. Na poczatek komunikujemy tylko, co — na zadanym
poziomie istotnosci — reguta decyzyjna testu nakazuje zrobi¢ z Hy (odrzucamy na rzecz H; albo
nie mamy podstaw po temu). Nastepnie ustosunkowujemy sie do tresci testowanego
stwierdzenia (tu: ,Wielko$¢ dochodu g.d. istotnie wptywa ...”). Zatem:

Na poziomie istotnosci & = 0,05 nie mamy podstaw do odrzucenia H, (na rzecz H,). Stwierdzamy
zatem, Ze wielkos¢ dochodu q.d. NIE wptywa istotnie na wielkos¢ wydatkow q.d. na transport.
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Przyktady

3) Wraz ze wzrostem wielkos$ci dochodu g.d. wzrasta takze wielko$¢ wydatkéw g.d. na transport:
e Zapis uktadu hipotez: Hy:; =0 wvs. Hi:p; >0 (test prawostronny)
e Zapis statystyki testowej (nic sie tu nie zmienia w stosunku do poprzedniego przykfadu):

t(By) = d(ﬁ )|H0 ~St(T — k), przyczymT —k=10—-3=7

e Obliczenie wartosci statystyki testowej (komentarz j.w.):

B 71
t(By) = d( 1) 3,5~2,029

e Ustalenie poziomu istotnosci: « = 0,05 (domysiny, gdyz w zadaniu na zasugerowanego innego)
e Odczytanie wartosci krytycznej (tu: jednostronnej) — za pomoca funkcji w Excelu:
=ROZKtAD.T.ODW(2*0,05; 7) = t, = 1,895 (funkcja rozdziela 2*0,05 po potowie...)
e Zapisanie zbioru krytycznego (prawostronnego): Z;, = (1,895; + )
e Sprawdzenie, czy statystyka testowa ,wpada” do Z;, — owszem, wiec zapisujemy:
t(B;) = 2,029 € Z,, = odrzucamy H,
e Konkluzja testu (przypomnijmy: petna obejmuje dwie czesci):

Na poziomie istotnosci « = 0,05 odrzucamy H, na rzecz H,. Stwierdzamy zatem, ze — owszem —
wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. wzrasta takze wielkos¢ wydatkow q.d. na transport.
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Przyktady

5) W gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkow na transport jest wyzsza w stosunku do

gospodarstw emerytow i rencistow srednio o mniej niz 35 zt/osobe.

Zapis uktadu hipotez : Hy:, =35 wvs. Hi:p, <35 (test lewostronny)
Zapis statystyki testowe;j:

t(B,) = iz(ﬁﬁ)z |Hy~St(T — k), przyczympf; =350razT —k=10—3=7

Obliczenie wartosci statystyki testowej (komentarz j.w.):

_P—P;_273-35
t(Bz) = i) - 43 1,791

Ustalenie poziomu istotnosci: @ = 0,05 (domysiny, gdyz w zadaniu na zasugerowanego innego)
Odczytanie wartosci krytycznej (tu: jednostronnej) — za pomocg funkcji w Excelu:
=ROZKtAD.T.ODW(2*0,05; 7) = t, = 1,895 (funkcja rozdziela 2*0,05 po potowie...)
Zapisanie zbioru krytycznego (lewostronnego): Z; = (—0; —1,895)
Sprawdzenie, czy statystyka testowa ,wpada” do Z; — nie wpada, wiec zapisujemy:

t(B,) = —1,791 ¢ Z,, = brak podstaw do odrzucenia H,,
Konkluzja testu (przypomnijmy: petna obejmuje dwie czesci):

Na poziomie istotnosci « = 0,05 nie mamy podstaw do odrzucenia Hy na rzecz H;. Zatem nie
mamy podstaw twierdzi¢, ze w gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkow na transport
jest wyzsza w stosunku do gospodarstw emerytow i rencistow srednio o mniej niz 35 zt/os.
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P-value (pl. prawdopodobienstwo testowe)

» W praktyce przeprowadzania testow statystycznych (dowolnych, nie tylko t-Studenta) zwykle
raportowana jest dodatkowa wielkos¢, tzw. p-value. Ten anglojezyczny termin jest powszechnie
stosowany takze w jezyku polskim (rzadziej natomiast jego polskojezyczne ttumaczenia:
prawdopodobienstwo testowe, wartos¢ p czy p-wartosc).

» Czym jest p-value? To prawdopodobienstwo (czyli pole pod krzywa funkcji gestosci) tych wszystkich
mozliwych wartosci statystyki testowej w jej rozktadzie, ktore sg bardziej skrajne (czyli w kierunku
wytyczanym przez zbidr krytyczny) od obliczonej wartosci statystyki testowej (tej jednej konkretnej,
uzyskanej dla analizowanego zbioru danych). Najprosciej zilustrowac to graficznie — tu tylko dla
przypadku testu prawostronnego (test lewostronny stanowi lustrzane odbicie prawostronnego, zas
test dwustronny ,,dzieli wszystko” po potowie, symetrycznie wzgledem zera) — patrz kolejny slajd.
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P-value (pl. prawdopodobienstwo testowe)

Test prawostronny: t(j3,)¢Z,
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Test prawostronny: t(3,)€Z,

p =Pr(x>t(B))

t(Bi):214

» Powyzej rozwazono dwie sytuacje: nieodrzucania H, (poniewaz t(f;) € Z,) oraz odrzucania H,,
(poniewaz t(f;) € Zy,). Niebieskim, przezroczystym kolorem zaznaczono wtasnie p-value (w skrdcie p),
czerwonym natomiast — poziom istotnosci.

» Na podstawie powyzszych wykreséw daje sie sformutowac zauwazyé pewna reguta (bardzo wazna!):
o Gdy t(f;) & Z, (a zatem gdy nie mamy podstaw do odrzucenia H), wowczas p-value jest
WIEKSZE od poziomu istotnosci (niebieskie pole > czerwone pole; wykres po lewej stronie)
— W skrdcie: p > a < NIE odrzucamy H,

e Gdy t(p;) € Z, (a zatem gdy odrzucamy H), wowczas p-value jest MNIEJSZE (lub réwne) od
poziomu istotnosci (niebieskie pole < czerwone pole; wykres po prawej stronie)
— w skrocie: p < a & Odrzucamy H,
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P-value (pl. prawdopodobienstwo testowe)

» Te reguty nalezy sobie dobrze przyswoic :) (jak cytrynian magnezu ;) Dlaczego? Poniewaz w pakietach
statystycznych (i pracy zawodowej analitykéw danych) komunikowanie wynikéw testéow
statystycznych zwykle ogranicza sie wtasnie do podania wartosci p-value. Zapytacie z niedowierzaniem

i nadziejg zarazem: ,, To to wystarczy?” Odpowiedz brzmi: ,Zaiste!” (lub prawie zaiste). Podajmy sobie
przyktad. Zatézmy, ze testowany jest uktad hipotez:

H,: Wiesiek nie lubi czekolady vs. H;: Wiesiek lubi czekolade

Jakis badacz przeprowadzit stosowny test (na Wiesku) i otrzymat wartos¢ p = 0,012. Co teraz? Teraz
od razu (bez jakiejkolwiek znajomosci obliczonej ,po drodze” wartosci statystyki testowej, wartosci
krytycznej czy zbioru krytycznego) mozna sformutowaé konkluzje testu — choé (UWAGA!) ta zalezy od
przyjetego przez nas poziomu istotnosci, a. Jesli bowiem przyja¢ domysinie, ze (zgadzamy sie na
mozliwos¢ odrzucenia ,przez przypadek” prawdziwej H, z prawdopodobienstwem) a = 0,05, to
wtedy zachodzi p < a, co oznacza, ze wartosc statystyki testowej musi przy tym poziomie istotnosci
wpadac do zbioru krytycznego, a zatem odrzucamy H, i przyjmujemy, ze Wiesiek istotnie lubi
czekolade (co, swoja drogg, nikogo nie zaskakuje, bo od dawna wiadomo, ze co jak co, ale czekolada to
nie ma wrogow). Jesli natomiast przyjmiemy a = 0,01, to zachodzi p > a i konkluzja sie zmienia (i co
gorsza, trzeba jeszcze oznajmi¢ samemu Wieskowi, ze co$ z nim jest nie tak ;).
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P-value (pl. prawdopodobienstwo testowe)

» W powyzszym przyktadzie (wnioskowanie o Wiesku) konkluzja testu faktycznie zalezy od wyboru
poziomu istotnosci (jednego z trzech konwencjonalnych: 0,01; 0,05; 0,1). W praktyce nierzadko

otrzymujemy wynik, w ktorym:

a) p-value jest WIEKSZE niz kazdy konwencjonalny poziom istotnosci, np. p = 0,48
(czyli rownowaznie: p > 0,1 = najwyzZszy z konwencjonalnych poziomow istotnosci)
Wtedy powiemy, ze na kazdym konwencjonalnym poziomie istotnosci nie mamy podstaw do
odrzucenia H.

b) p-value jest MNIEJSZE niz kazdy konwencjonalny poziom istotnosci, np. p = 0,0003
(czyli rownowaznie: p < 0,01 = najnizszy z konwencjonalnych poziomdw istotnosci)
Wtedy powiemy, ze na kazdym konwencjonalnym poziomie istotnosci nalezy odrzcu¢ Hy na

rzecz H,.

> | jeszcze jedna, prawie ostatnia juz mysl. Zauwazmy, ze niskie wartosci p-value Swiadczg przeciwko Hy,
wysokie zas — opowiadajg sie za Hy. Mozna powiedzie¢, ze im nizsza (blizsza 0) wartos¢ p-value
(i mniejsza od 0,01), tym silniej H, jest odrzucana. | w drugg strone: im wyzsza (blizsza 1) wartosc¢ p-
value (i wyzsza od 0,1), tym H,, jest silniej ,,wspierana” przez dane.
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P-value (pl. prawdopodobienstwo testowe)
» Juz na absolutnie sam koniec powiedzmy sobie, jak obliczyé p-value w tescie t-Studenta za pomoca
arkusza Excel. W tym celu korzystamy z funkcji: =ROZKtAD.T(x; stopnie_swobody; slady), przy czym:

e W miejsce argumentu x podajemy wartos¢ bezwzgledng wartosci statystyki testowej; formuta na
wartos¢ bezwzgledng: MODUL.LICZBY(...)

e jako stopnie_swobody podajemy oczywiscie T — k

e dziwnie brzmigcy argument slady to ,,stronnosé” testu:
o jesli przeprowadzamy test jednostronny (czy to lewo-, czy prawostronny), podajemy wartos¢ 1
o jesli przeprowadzamy test dwustronny, podajemy wartos¢ 2

e bardzo wazne jest zachowanie doktadnej pisowni nazwy powyzszej funkcji. W pakiecie Excel jest
bowiem zaimplementowanych wiele funkcji o podobnym brzmieniu (np. =ROZK%.T(...)), ktére choc
tudzgco podobne w pisowni, stuzg (nieco) innym celom

e dla porédwnania z powyzszg, przypomnijmy jeszcze tylko zapis funkcji — podanej wczesniej w
niniejszym materiale — stuzgcej wyznaczaniu wartosci krytyczne;j:
=ROZKtAD.T.ODW(prawdopodobierstwo; stopnie_swobody)

Funkcja ta domysinie zwraca dwustronng wartosc¢ krytyczng dla argumentu prawdopodobierstwo ustalonego
na poziomie a. Jesli chcemy wyznaczy¢ wartosc jednostronng, wowczas nalezy podad

prawdopodobienstwo=2 - «.

Oczywiscie to tylko pomocniczy zabieg, majgcy na celu ,,obejscie” ograniczen zwigzanych z dziataniem tej
funkcji (nie ma niestety w niej mozliwosci podania argumentu slady, jak w przypadku funkcji do obliczania p-
value). Otrzymana wartos¢ jest w dalszym ciggu wartoscig jednostronng na poziomie istotnosci a (a nie 2a).
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Przyktady - c.d.

» Kontynuujac wczesniejszy przyktad, przypomnijmy podstawowe rezultaty w kazdym z trzech testow:

1) Wielkos¢ dochodu g.d. istotnie wptywa na wielkosé wydatkow g.d. na transport
e Zapis ukfadu hipotez: Hy:, =0 wvs. H:p, #0
e Poziom istotnosci: « = 0,05
e Zbidr krytyczny:  Z;, = (—o0; —2,364) U (2,364; +0)
o t(f,) = 2,029 & Z;, = brak podstaw do odrzucenia H,

3) Wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. wzrasta takze wielko$¢ wydatkéw g.d. na transport
e Zapis uktadu hipotez: Hy:;, =0 wvs. H;:, >0
e Poziom istotnosci: « = 0,05
e Zbidr krytyczny:  Z;, = (1,895; +0)
o t(By) = 2,029 € Z;, = odrzucamy H,

5) W gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkédw na transport jest wyzsza w stosunku do
gospodarstw emerytéw i rencistow Srednio o mniej niz 35 zt/osobe
e Zapis uktadu hipotez: Hy: 5, =35 ws. Hi:f, <35
e Poziom istotnosci: @ = 0,05
o Zbior krytyczny:  Z;, = (—o0; —1,895)
e t(B,) =—1,791 ¢ Z,, = brak podstaw do odrzucenia H,
—> Czas na pomyslunek! Zanim podamy i skomentujemy wartosci p-value ZASTANOW SIE(!): jakich

wartosci p-value nalezy sie spodziewaé w powyzszych testach — wiekszej czy mniejszej niz przyjety poziom
istotnosci? Samo spojrzenie na konkluzje testu powinno wystarczyc :)
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Przyktady - c.d.

» Wartosci p-value uzyskujemy za pomocg stosownej funkcji w Excelu (oméwionej wyzej):

1) Wielko$¢ dochodu g.d. istotnie wptywa na wielkos¢ wydatkéw g.d. na transport: p — value = 0,082
P-value jest tu wieksze niz @ = 0,05, zatem na tym poziomie istotnosci nie mamy podstaw do
odrzucania H; (co faktycznie stanowi juz wczesniej sformutowang konkluzje testu)

3) Wraz ze wzrostem wielkosci dochodu g.d. wzrasta takze wielkos¢ wydatkow g.d. na transport: p —

value = 0,041
P-value jest tu mniejsze niz @ = 0,05, zatem na tym poziomie istotnosci odrzucamy H, (co faktycznie

stanowi juz wczesniej sformutowang konkluzje testu)
— Pytanie ,,na pomyslunek”: zauwazmy, ze tu p-value jest dwukrotnie mniejsze niz w pkt 1 — czy to
przypadek? :)

5) W gospodarstwach pracowniczych wielkos¢ wydatkow na transport jest wyzsza w stosunku do
gospodarstw emerytéw i rencistow srednio o mniej niz 35 zt/osobe: p — value = 0,058
P-value jest tu wieksze niz @ = 0,05, zatem na tym poziomie istotnosci nie mamy podstaw do
odrzucania H; (co faktycznie stanowi juz wczesniej sformutowang konkluzje testu)

» Wazniejszym jest ju jednak nastepujacy komentarz: w kazdym przypadku p-value znajduje sie gdzies
pomiedzy ktorymis z dwdch konwencjonalnych poziomow istotnosci: albo miedzy 0,05 0,1 (przypadki
nr1i5), albo miedzy 0,01i 0,05 (przypadek nr 3). Oznacza to, ze w kazdym przypadku ostateczna
konkluzja testu zalezy od przyjetego poziomu istotnosci. Tym samym, zmiana zaktadanego poziomu
istotnosSci prowadzi¢ bedzie do zmiany konkluzji.
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