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UWAGA!! (listopad 2003) to jest wersja nieautoryzowana, spisana przeze mnie dawno temu i od tego
czasu nie przejrzana; ma status wersji roboczej, moze zawieraé bledy i niescisloSci zawinione wylacznie
przez przepisujacego. Wyklady bvly przepisywane (i nieco komentowane) w ulomny sposéb i taka
wersje udostepniam na zasadzie ,,tak jak jest” na wlasna odpowiedzialnosé czytajacego. Notatki
obejmuja Kilka wykladow z semestru zimowego w nieco innym zakresie programowym niz w biezacym
roku - Blazej Mazur

1.1  Wprowadzenie

Tu nastepuja wstepne uprzejmosci, proba zarysowania przedmiotu, odpowiedzi na pytanie, co to jest
ekonometria, jak si¢ ma do innych eko, statystyki matematycznej itd. idt
Co to jest teoria ekonometrii?

Modele statystyczne + metody wnioskowania
Co to jest model ekonometryczny:

Model statystyczny: (intuicja a nie formalny opis) {Kiedy Profesor méwi o intuicjach to nie znaczy, ze
to jest niewazne, tylko ze zrobione tak jak trzeba, czyli opisem formalnym, byloby za trudne. Opis formalny to

trudne narze¢dzie, ale ekonomiczne w uzyciu i1 niezastapione BM}a wigc:

Model statystyczny:

Uktad zatozen stochastycznych (probabilistycznych) opisujacy hipotetyczny mechanizm generowania
obserwacji (powstawania danych gospodarczych)

Na etapie modelowania obserwacje moga by¢ rozumiane jako ,,potencjalnie mozliwe obserwacje”
(ujecie ex ante, bez znajomosci konkretnych liczb reprezentujacych zjawiska gospodarcze), modeluje si¢ je za
pomoca zmiennych losowych.

Wychodzac od modelu ekonomicznego uzupelnia si¢ go o zalozenia stochastyczne.
1.2 Klasyczny Model Regresiji Liniowej (KMRL)

Jest to model przeniesiony z dos$wiadczalnictwa przyrodniczego, warunkowo tylko adekwatny w
badaniach ekonomicznych.

Jest to model jednorownaniowy, uktad wyjasniajacy powstawanie obserwacji na jednej zmiennej
endogenicznej; y, to obserwacja o numerze t na wyroéznionej zmiennej endogenicznej y zwanej w kontekscie
regresji zmienna objasniana.

y,  (t=12,..,T)

Zaktada sig, ze model wyjasnia powstawanie T obserwacji o numerach od 1 do T.
Obserwacje te ustawione sa w wektor kolumnowy: wektor ,,obserwacji na zmiennej objasniajacej igrek”y.

{Tu sprobuje trzymac si¢ nastgpujacej konwencji: macierze i wektory beda oznaczane wyttuszczeniem
(bold), wektory oznaczam malymi literami, (przyjmuje, ze wektory sa zawsze wektorami kolumnowymi),
macierze wielkimi literami, nazwy zmiennej nie wytluszczam; zmienne losowe nie beda w zapisie odrézniane
od ich realizacji! BM}




Wyktady z ekonometrii Jacka Osiewalskiego 4

Yi
Y,

(Tx1)

LY

Kolejne y, to nie liczby z rocznikow czy ksiggowosci czy skadkolwiek. Na tym etapie trzeba o nich
mysle¢ zupetnie inaczej. To sa mozliwe obserwacje (ujecie ex ante). Tworzony jest schemat, ktory méwi jak
rzeczywiste obserwacje moglyby si¢ pojawi¢ (patrz ,,model” wyzej) — obserwacja jest tu zmienna losowa:
reprezentuje to, co mogtoby si¢ wydarzy¢, a nie to, co zarejestrowano. Zarejestrowane liczby to realizacje
zmiennej losowej, a na etapie modelowania ,,mozliwa realizacja” zjawiska empirycznego, czyli wektor y to
wektor losowy, ktory bedzie dalej opisywany.

Zmienne zewngtrzne (w konteks$cie regresji ,,objasniajace” <explanatory variables> beda zwykle
dobierane w oparciu o modele ekonomiczne. Zaktada sig¢, ze aby opisa¢ powstawanie y trzeba 1 wystarczy
wyrozni¢ k (,,ka mate”) odrgbnych zmiennych objasniajacych x. Kazdej obserwacji na zmiennej objasnianej y
odpowiada po jednej wartosci kazdej z k zmiennych objasniajacych x; ; (i = 1,...k).

Macierz X (macierz zmiennych objasniajacych, macierz regresorOw, macierz planu eksperymentu
<design matrix>) tworzona jest w ten sposob, ze kolejne kolumny odpowiadaja réznym zmiennym
objasniajacym a w ramach kolumny (w kolejnych wierszach) wystepuja wartosci danej zmiennej objasniajace;.

X Xp X1k
X = Xy Xp Xk
(Txk)

Xpp Xpy e Xy

T obserwacji na zmiennej objasnianej tworzy wektor y, a w macierzy X jest po T warto$ci wszystkich
k zmiennych objasniajacych, kazdej zmiennej odpowiada jedna kolumna macierzy X, a kolejnym jej
warto$ciom (odpowiadajacym kolejnym obserwacjom na y) posuwanie si¢ do kolejnego wiersza. Przy matych
iksach pierwsza liczba to numer obserwacji a druga to numer zmiennej. Dobrze jest si¢ oswoi¢ z tym zapisem,
optaca si¢ wiedzie¢ bez wahania co jest ,,Te duze” a co ,.,ka mate”. Przy kazdej macierzy warto odruchowo
pomysle¢ o wymiarze, co w wierszach, co w kolumnach i co to jest element a ;; .

Czy mozna powiedzie¢, ze macierz X grupuje obserwacje na zmiennych objasniajacych? Tu sa
zastrzezenia. Bo trzeba by powiedzie¢, ze sa to obserwacje bez btedow — gdyby zalozy¢, ze sa to realne
obserwacje, obarczone np. bledem pomiaru, trzeba byloby zatozy¢ ich losowos$¢ — bedzie to przedmiotem
jednego z kolejnych podrozdzialéw. Na tym etapie bezpieczniej jest nazywaé macierz X macierza wartosci
zmiennych objasniajacych, a nie obserwacji.

Ponadto praktycznie zawsze (ale nickoniecznie na kolokwium © to dopisek AD 2003 kiedy
przepisywacz niniejszego ze sprawdzanego kolokwiami stat si¢ sprawdzajacym kolokwia) w dalszej fazie,
post-modelowe;j (czyli na ¢wiczeniach;-)) w macierzy X pierwsza kolumna bedzie zawiera¢ same jedynki, co
odpowiada uwzglednieniu wyrazu wolnego.
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1.2.1 Zatozenia Klasycznego Modelu Regresji Liniowe;j

1° =X + g

(tx)  (TXK) (gxqy  (TX1)

2° X jest znana macierza nielosowa
3° rz(X) =k
° E(e)= 0
4 () S
5° V() =0o’Iy 0>>0

To jest zapis formalny zatozen. A co one po kolei znacza i jak si¢ je czyta?
1° =X B+ ¢
(T):l) (Txk) (1!31) (Tx1)

Wektor B (beta) to wektor kolumnowy grupujacy nieznane state liczbowe. Stale te wyznaczaja liniowy
wpltyw zmiennych objasniajacych na zmienne objasniane. Tych stalych jest k, tyle, ile zmiennych
objasniajacych. Wektor B ma postaé:

By
B,

(k1)

B, |

{przy tym czasem zdarza si¢ By, ale z formalnego punktu widzenia jest to [3;, itd... chodzi o to, ze
wspOlczynnikow beta jest k ,,ka mate”}

Wektor losowy € (epsilon) to wektor sktadnikow losowych poszczegolnych obserwacii:

€

€

€
(Tx1)

L& ]

Jak wida¢ catkiem podobnie do wektora beta, ale epsilonéw jest Te duze; ponadto wektor B jest
nieznanym wektorem nielosowym, natomiast € jest wektorem losowym - wielowymiarowa zmienna losowa.
Jako taka ma bardziej zlozone charakterystyki od jednowymiarowej zmiennej losowej. Wielowymiarowa
zmienna losowa moze (ale nie musi) mie¢ wektor warto$ci oczekiwanych i macierz kowariancji, powyzej
zaklada si¢ (4°,5°) ze € je ma, ze jest zmienna losowa majaca momenty pierwszego 1 drugiego rzedu.
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Poniewaz wektor losowy y tworzy si¢ jako suma wielkosci nielosowej XB i wektora losowego €, jego
charakterystyki stochastyczne beda odpowiednia transformacja charakterystyk €.

Zaktada si¢ tu, ze mozliwa do zaobserwowania warto$¢ y tworzy si¢ jako suma tzw. skltadowej
deterministycznej i sktadowej losowej. Czg$¢ deterministyczna to X. To jest macierzowy zapis jednej strony
uktadu T rownan liniowych. Kazde réwnanie odpowiada obserwacji o innym numerze i zawiera te same
parametry () i odpowiednie (o numerze t) warto$ci wszystkich zmiennych objasniajacych. Czyli np. druga
mozliwa obserwacja na y sktada si¢ ze sktadnika deterministycznego ktory powstaje tak: [; razy x,; plus 3,
razy X»; plus ... plus By razy x,i (koniec sktadnika deterministycznego) plus sktadowa stochastyczna czyli €,
koniec. Sktadowa deterministyczna obserwacji numer j powstaje zawsze tak: j-ty wiersz macierzy X razy
wektor 3. Potem nastgpna obserwacja: kolejny (j+1) wiersz macierzy X razy ten sam wektor 8. Parametry beta
odzwierciedlaja za liniowy wptyw zmiennych objasniajacych na zmienna objasniana. Zalezno$¢ liniowa ze
stalymi parametrami jest prosta konstrukcja o ograniczonych mozliwos$ciach, jednak na jej bazie konstruowac
mozna bardziej wyrafinowane modele. Ostatecznie:

Vi = Bi#xa + Boxea ... T Proexee T &

{teraz wyjatkowo napisalem * razy, ale potem juz nie, bo jak mawiatl prof. Andrzej Malawski: ... nie piszemy,
ale pamigtajmy, ze ta kropka, ktorej tu nie ma, to zupelnie inna kropka niz ta, ktorej tam nie piszemy...) BM}

Wektor € to wektor sktadnikow losowych (poszczegolnych obserwacji) reprezentujacych faczny wplyw
wszystkich czynnikow drugorzednych, przypadkowych, nie uwzglednionych wsréd zmiennych objasniajacych.
Dodanie do sktadowej deterministycznej wektora zaktdcen losowych € ma modelowac fakt, ze zarejestrowane
obserwacje moga rozni¢ si¢ co do wartosci od wielkosci wynikajacych z teoretycznej konstrukcji modelu
ekonomicznego. Wektor € grupuje sktadniki losowe ktére sa z definicji nieobserwowalne, postulujemy ich
istnienie, by wyjasni¢ wszelkie rozbiezno$ci migedzy teoretycznymi warto§ciami zmiennej objasnianej a
warto$ciami zaobserwowanymi.

W teorii jesli wiemy ile jest istotnych zmiennych objasniajacych (k) i jesli wiemy, jaka jest postac
zaleznosci (liniowa), czyli jesli 1° jest prawdziwe, to epsilon obejmuje tylko czynniki przypadkowe,
drugorzedne, zaklocajace. W praktyce jednak trzeba liczy¢ si¢ z tym, ze sktadnik losowy obejmuje tez
konsekwencje nastepujacych btedow:

1. btedu specyfikacji (pominigcie istotnej zmiennej, wlaczenie nieistotne;j itd.)
2. btedu aproksymacji (jesli posta¢ zaleznos$ci jest inna czyli np. istotnie nieliniowa, i1 nie jest dobrze
przyblizana postacia liniowa).

W praktyce liczymy si¢ z tym, ze 1° nie jest idealnie speilnione (ale mozemy zaktadaé, ze dobrze
dobraliSmy zmienne objasniajace 1 ze prawdziwa posta¢ zaleznos$ci jest dobrze przyblizana przez zalezno$¢
liniowa...). Doktadniej wlasno$ci € zostana opisane w punktach 4° - 5°.

2° X jest znana macierza nielosowa

Zatozenie drugie jest przejete z doswiadczalnictwa przyrodniczego. To odpowiada sytuacji gdy
eksperymentator ,,zadaje” pewne warto$ci ,,na wejsciu” 1 obserwuje inne wartosci ,,na wyjsciu” czyli
kontroluje przebieg eksperymentu. WielkoSci wejsciowe sa zadane, nielosowe. W zagadnieniach
ekonomicznych zatozenie o prowadzeniu kontrolowanego eksperymentu jest co najmniej dyskusyjne i mozna
je — czyli tez zalozenie 2° - przyjmowac wylacznie jako przyblizenie.

3° rz(X) =k



Wyktady z ekonometrii Jacka Osiewalskiego 7

Zaktadamy, Ze rzad macierzy X jest rowny k. Jest to zatoZenie o charakterze technicznym {bgdziemy
macierz X’X odwracaé wielokrotnie, a (X’X)™" istnieje gdy rz(X) = k BM} oznaczajace, ze kolumny macierzy
X sa liniowo niezalezne. To odzwierciedla intuicj¢ o niedublowaniu informacji — do modelu wprowadza sig
liniowych kombinacji uwzglednionych juz zmiennych (ale nieliniowe mozna — np. w translogarytmicznej
funkcji produkcji). To ustala tez minimalna liczbg obserwacji: z 3° wynika, ze T = k (z definicji rzgdu
macierzy).

Kolejne zatozenia (4° 1 5°) dotycza wektora epsilon:

4° E(&)= 0

(Tx1)

Czytamy: warto$¢ oczekiwana wektora losowego € jest wektorem zerowym. Zapis O(x;) oznacza
wektor kolumng o wymiarach T na 1 zawierajacy wytacznie zera. Warto$¢ oczekiwana wektora losowego € to
wektor zawierajacy odpowiednio warto$ci oczekiwane sktadnikow losowych poszczegdlnych obserwacji:

"E(e) ]| [o
E(g,) 0
df . 4° |
E (¢g) = = =
(T x1) . . (Tx1)
| E(er) ] LO

{to, co jest nad znakiem rownos$ci czytamy ,,na mocy”’ i bedzie naduzywane na nastgpnym wyktadzie; df
(czasem trzy poziome kreski albo :=) oznacza ,,na mocy definicji” czyli ,,jest zdefiniowany jako™ a czworka
,ha mocy zalozenia numer 4” - to tak dla jasnosci.... BM}

Zatozenie to oznacza, ze laczny wplyw czynnikéw drugorzednych, przypadkowych nie moze mie
tendencji, sktadnika systematycznego. Oczekujemy, ze $rednio rzecz biorac, taczny wptyw tych czynnikow
bedzie odchylat wartos¢ y; to w gore, to w dot, 1 ze warto$¢ oczekiwana tych odchylen powinna by¢ zerowa.

5° V() =0o’Iy i 0>>0

Zalozenie 5° méwi o postaci macierzy wariancji-kowariancji wektora losowego €. Macierz wariancji —
kowariancji zwana dalej macierza kowariancji to macierz zawierajaca podstawowe charakterystyki
rozproszenia wielowymiarowej zmiennej losowej. Jednowymiarowa zmienna losowa zwykle moze by¢
charakteryzowana miara potozenia (warto§¢ oczekiwana) i rozproszenia (wariancja badz odchylenie
standardowe). [,,Zwykle”, gdyz wielko$ci te moga nie istnie¢ w wypadku niektérych zmiennych losowych. Tu
zatozenia 4° 1 5° méwia, ze € charakteryzuje si¢ rozkladem posiadajacym momenty pierwszego i drugiego
rzedu]. Wektor losowy € jest wielowymiarowa zmienna losowa charakteryzowana miara potozenia —
omoOwiong w poprzednim punkcie warto$cia oczekiwana bedaca wektorem — oraz miara rozproszenia —
macierza kowariancji, ktéra okresla wariancj¢ poszczegélnych sktadowych wektora losowego i zalezno$ci
pomigdzy nimi — odpowiednie kowariancje. Poniewaz wariancj¢ mozemy uwaza¢ za kowariancj¢ pomigdzy
zmienng a nia sama, macierz w ktorej zebrane sa wszystkie kowariancje charakteryzujace wektor losowy €
nazywamy macierza kowariancji i oznaczamy jako V(€); macierz kowariancji musi by¢ dodatnio okre§lona
(wige i symetryczna, skoro symetryczna to i kwadratowa oczywiscie); 0> (sigma kwadrat) to skalar, nieznany
wigkszy od zera parametr struktury stochastycznej. Kwadrat jest tu tylko dlatego, Ze sama sigma to tradycyjnie
nieznane odchylenie standardowe czyli pierwiastek z wariancji. It to macierz jednostkowa stopnia T, czyli
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macierz kwadratowa, majaca jedynki na przekatnej gléwnej i1 zera poza nia, jest to element neutralny w
mnozeniu macierzy.

Co oznacza zapis: V(€) = 0 It ? Macierz opisana tym wzorem ma na przekatnej 0> i zera wszedzie
indzie;j.

var(g,) cov(e.g,) .. cov(e,er)| [ O 0
V(s); cov(g,,g,) var(g,) .. 5: 0 ¢
(TXT)

cov( & ,€,) .. var(g;) 0 0 .. ¢

Zalozenie piate mozna przeczyta¢ nastgpujaco: macierz kowariancji € jest znana z doktadno$cia do
czynnika skalujacego, czyli do nieznanego skalara przez ktory ja mnozymy. Taka posta¢ zalozenia o macierzy
kowariancji sktadnika losowego jeszcze si¢ pojawi. Okreslamy tu struktur¢ macierzy kowariancji wektora
losowego € (epsilon). Okreslamy ja bardzo restrykcyjnie: kowariancje (i korelacje) migdzy sktadnikami
losowymi roéznych obserwacji sa znane i wynosza 0, wariancje sktadnikow losowych poszczegdlnych
obserwacji sa nieznane, jednakowe i wynosza O°. Zalozenie o staloici wariancji € to zalozenie
homoskedastycznosci (w przeciwienstwie do heteroskedastycznosci, ktéra ma miejsce, gdy uchylimy
homoskedastycznos¢). Oznacza ono, ze czynniki przypadkowe, drugorzedne powoduja podobne odchylenie
(co do wielkosci) dla kazdej obserwacji. Zatozenie o zerowych kowariancjach migdzy sktadnikami r6znych
obserwacji to zalozenie braku autokorelacji: skfadniki losowe roéznych obserwacji sa nieskorelowane.
Wspotczynnik korelacji liniowej pomigdzy sktadnikami losowymi réznych obserwacji wyraza si¢ nast¢pujaco:

0

of >
COV(E,E,) =5 = 0, dla t#s

(Euts) = Jvar(e,)* var(e,)

Wspotczynnik r okresla kierunek 1 sitg przyblizonej zaleznos$ci liniowej pomigdzy zmiennymi — tu jego
warto$¢ oznacza: nie ma przyblizonej zaleznosci liniowej pomigdzy sktadnikami losowymi poszczegdlnych
obserwacji. Gdyby to zalozenie uzupeti¢ o zalozenie o normalnym rozktadzie €, bytoby to rownoznaczne z
niezaleznos$cia stochastyczna sktadnikow losowych poszczegdlnych obserwacji. (niezalezno$¢ jest
réwnoznaczna z zerowq korelacja w rozkladzie normalnym, w KMRL normalno$ci € nie zakladamy, jednak
zerowe korelacje sugeruja intuicje biegnace w podobnym kierunku) Niezalezno$¢ stochastyczna jest
formalnym ujeciem przekonania o niezalezno$ci w sensie potocznym: kazda kolejna obserwacja jest
niezalezna od przesztosci. Tu zaktadamy nieskorelowanie co moze rowniez odzwierciedla¢ potoczne pojecie
niezaleznosci. Zauwazmy, ze zalozenie to (,,niezalezno$¢” zaktocen losowych poszczegdlnych obserwacii)
moze tatwo nie by¢ spetnione nawet w warunkach eksperymentu kontrolowanego, a co dopiero w ekonomii.
Jest to bardzo mocne zatozenie, i tak jak pozostate implikacje punktu 5 moze podlega¢ weryfikacji i moze
zosta¢ uchylone.

skeksk

Ponadto mozna zauwazy¢, ze KMRL nie ma struktury obserwacji tzn. mozna by przemiesza¢ kolejnos¢
obserwacji (poprzestawia¢ wiersze macierzy X i tak samo wiersze wektora y) i nic by si¢ nie zmienito. Czyli
kiedy wprowadzamy do modelu szereg czasowy, to stosujac KMRL tracimy cata struktur¢ czasowa, skazujemy
si¢ na utratg cze$ci informacji, bo szereg czasowy jest z natury sztywno uporzadkowany a uzywamy go w
modelu gdzie porzadek obserwacji nie ma znaczenia i mozna go co najwyzej wprowadzi¢ sztucznie (zmienna
CZasowa).
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Model KMRL jest mimo swych mocnych, nierealistycznych zalozen modelem bardzo waznym. Jego
modyfikacje polegajace na uchyleniu czy uogdlnianiu zalozen prowadzily do bardziej ztozonych i bardziej
realistycznych modeli. (aby je zrozumie¢, dobrze jest wyj$¢ od KMRL)

Omoéwiony uktad zatozen prowadzi do postawienia pytania o [3 (wektor nieznanych parametrow
regresji). Jest on naturalnym przedmiotem zainteresowania, jego elementy okreslaja wielko$¢ 1 kierunek
wplywu (liniowego, ale zakladamy, ze tylko on zachodzi — poza tym sa tylko ,,czynniki przypadkowe 1
drugorzedne”) zmiennych objasnianych na zmienna objasniajaca; wplyw ten chcemy oszacowaé, w zwiazku z
tym konieczne jest wnioskowanie o wektorze nieznanych statych parametréow B. Zagadnieniem jest wigc
estymacja (szacowanie) wektora wspotczynnikow regresji 8. Podstawowe twierdzenie w tym zakresie to

twierdzenie Gaussa 1 Markowa o estymatorze MNK f :

1.2.2 Twierdzenie Gaussa 1 Markowa o estymatorze MNK

Twierdzenie Gaussa 1 Markowa o estymatorze MNK (metody najmniejszych kwadratow) :

W KMRL (czyli przy prawdziwosci zatozen 1° - 5°) :
Najlepszym estymatorem wektora wspdtczynnikéw regresji B w klasie estymatorow

liniowych 1 nieobciazonych jest estymator MNK dany nast¢pujacym wzorem: [wersja
Profesora: dany prostym wzorem macierzowym:|

p=X"X)"X"y
Macierz kowariancji estymatora MNK dana jest wzorem:

V() =0*(X'X)"

{* oznacza transpozycj¢ macierzy}

Dowod tego twierdzenia podany bedzie ponizej 1 poprzedzony zostanie komentarzem odnoszacym si¢
do jego tresci 1 szeregiem krokéw przygotowawczych. W tytule 1 w tresci twierdzenia GM wystepuje pojgcie
estymatora. Co to jest estymator?

Estymator definiujemy nast¢pujaco: jest to dowolna mierzalna funkcja wektora obserwacji ktorej
wartos$ci stuza jako oceny nieznanej warto$ci parametru:
p=1(y)
Funkcja f musi by¢ funkcja mierzalna (to jest okreslone formalnie, ale trudne {podobno za trudne})
odwzorowujaca przestrzen T-wymiarowa (liczba obserwacji) w k-wymiarowa (liczba nieznanych statych -
warto$ci parametrow)

Ustalmy nastgpujace oznaczenia: ﬁ to estymator w ogodle (jak powyzej) lub estymator — cztonek klasy
o ktorej akurat mowa; B to zawsze 1 tylko estymator MNK dany wzorem jak w twierdzeniu GM; z kolei
B samo to nieznany parametr ktory podlega szacowaniu, przy czym B,B i B to wszystko wektory
(kolumnowe).

Twierdzenie GM moéwi, ze estymator MNK ﬁ jest najlepszy wsrod estymatorow liniowych i
nieobcigzonych. Co oznaczaja te okreslenia?
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Estymator liniowy to estymator ktory jest liniowa funkcja obserwacji, w zapisie macierzowym:

fyy=(G vy +d

(o) (xy (Tx1) (D)

gdzie G 1 d to znane macierze (?)

Estymator nieobciazony to taki, ktorego warto$¢ oczekiwana jest rowna warto$ci nieznanego parametru:

E(B) = E[f(y)] = B

W ujeciu preeksperymentalnym, y to wektor mozliwych obserwacji, na tym poziomie jest to wektor
losowy : wektor mozliwych wynikow badania (patrz powyzej). Wobec tego B (oraz_B) jako funkcja wektora
losowego jest rowniez wektorem losowym, co oznacza, ze mozemy opisywa¢ B _jako wielowymiarowa
zmienna losowa. Mozemy wigc bada¢ charakterystyki probabilistyczne estymatora P, w tym jego warto$¢
oczekiwang. Uzywanie do szacowania parametru f estymatora ktdrego wartos¢ oczekiwana jest r6zna od B
wydaje si¢ intuicyjnie problematyczne, co prowadzi do badania nieobciazonosci. Problem efektywnosci
estymatora intuicyjnie odpowiada zagadnieniu: jak daleko przecigtnie jest P od B ?. (czyli nasz estymator od
prawdziwej nieznanej wartosci, czyli badamy np. ,,czy przecigtnie biorac nasz estymator dobrze <trafia>"

Przyktad: mamy dwa estymatory i przeprowadzamy dwa do§wiadczenia:

Pierwszy estymator dat w 1 doswiadczeniu warto$¢: 0,9; w 2 doswiadczeniu wartosé: 1,1

Drugi estymator dat w 1 do§wiadczeniu warto$¢: 0,5; w 2 do§wiadczeniu wartos¢é: 1,5

Oba maja t¢ sama warto$¢ oczekiwana (sa nieobciazone czyli patrz definicja).

Wolimy pierwszy, bo ma mniejsze rozproszenie i stosujac go zyskujemy lepsze (doktadniejsze)
oszacowanie nieznanego parametru.

Estymator najlepszy w danej klasie to estymator efektywny, czyli o najmniejszym rozproszeniu (co
zostanie doktadnie zdefiniowane ponizej).

1.2.2.1 Dowdd Twierdzenia Gaussa i Markowa
Chcemy dowies¢ twierdzenia GM tj. pokaza¢, ze w klasie estymatorow liniowych i nieobciazonych
najlepszy (efektywny) jest estymator MNK ﬁ Sam dowod nie jest trudny, tylko duzo jest krokow

przygotowawczych:
Musimy skonstruowac klase, czyli znalez¢ ogo6lng posta¢ estymatora liniowego 1 nicobciazonego.

Musimy dowiesc¢, ze ﬁ jest liniowy 1 nieobciazony — czyli ze nalezy w ogole do klasy w ktorej ma by¢
najlepszy.

Potem zapiszemy estymator |§ jako cztonka tej klasy i wykorzystamy dobrze dobrany zapis do
wykazania, ze jest on najlepszy.

Zapis klasy estymatorow:

B - rozwazana klasa estymatorow parametru wektorowego p ; E OB to element tej klasy.

Zapis efektywnosci w klasie:

Definicja: B najlepszy w klasie B wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

[]A= V(E) - V(ﬁ) jest macierza okreslong nieujemnie
BB
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Macierz A to rdéznica pomigdzy macierzami kowariancji odpowiednio ﬁ (kazdego estymatora
rozwazanej klasy, w wypadku twierdzenia GM — klasy estymatoréw liniowych i nieobciazonych) a |§
(estymatora-kandydata do najlepszosci, w naszym wypadku estymatora MNK)

Co to jest macierz okreslona nieujemnie? Jes$li macierz A jest symetryczna (wigc i kwadratowa; dla
takich macierzy definiuje si¢ okreslonos¢) stopnia k, to:

A jest okreslona nieujemnie <& [ | z'Az=20
200%\{0}

W szczegdlnosci nieujemnie okreslona macierz A ma wszystkie przekatniowe elementy wigksze lub
réwne zero. Na przekatnej macierzy kowariancji sa wariancje, czyli definicja efektywnosci mowi ze:

var (ﬁi) > var (ﬁi) dla i =1,....,k (Bioznacza i-ty element wektora 3)

Oznacza to, ze estymator jest najlepszy w danej klasie jesli po odjeciu jego wariancji od wariancji
kazdego innego cztonka klasy zostaje zero lub wigcej. Dla najlepszego estymatora ﬁ wariancja kazdego
elementu wektora (var(f;)) jest mnigjsza (lub réowna) od odpowiednich wariancji wszystkich innych
estymatoréw danej klasy (var (f3;)) . Istnienie najlepszego estymatora jest nietrywialne 1 w szerokich klasach
moze go nie by¢ wcale.

Przystapmy do realizacji nastepujacego planu: dowiedziemy liniowo$ci i nieobciazonosci B, a
nastgpnie pokazemy, ze ﬁ jest najlepszy w klasie B estymatorow liniowych i nieobciazonych, czyli bedziemy
musieli dowie$¢, ze macierz bedaca réznica macierzy kowariancji g i |§ jest nieujemnie okreslona, wszystko
to przy prawdziwosci zatozen KMRL (1° — 5°):

° =X B+ ¢
1 (Tyx1) (Txk)(k[i) (Tx1)
2° X jest znana macierza nielosowa
3° rz(X) =k
4 Ee) = (Tgl)
5° V() =0o’Iy 0>>0

Chcemy dowies¢ ze:
p=X'X)"X"y

jest efektywny w klasie estymatoréw liniowych i nieobciazonych, i ma to wynikaé z 1°-5°

W tezie (czyli w powyzszym wzorze) wykorzystano juz zatozenie 3, bo ono gwarantuje ze (X’X)™
istnieje i mozna tak zapisa¢. (3°)

Przypomnijmy definicj¢ estymatora liniowego:

fy)y=(G y t+d;

(1) oy (D) D
Mozemy zapisac, ze:
B=(X'X)"X'"y =Cy ;gdzie :
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C =(X'X)"' X" (korzystamy z zalozenia 2, ze X jest znana macierza niclosowa)( 2°)
(kT)

Macierz C spetnia warunki macierzy G, a za wektor d przyjmujemy wektor zerowy, wobec czego
|§ spelnia warunki estymatora liniowego.

Zajmijmy sig nieobcigzonoscia: chcemy dowies¢ ze E(ﬁ) =P czyli ze warto$¢ oczekiwana estymatora
MNK B to wartosc nleznanego parametru wektorowego 8 .
2

E(B)= E(C)') C*E(Y) C*E(Xp+2) =C[E(XP) + E(2)]=C* E(XP) =CXp=I,f =P

Kolejne przejscia maja nastepujace uzasadnienie:
Pierwsza réwnos¢ jest z definicji 1 z zapisu p=Cy.
Druga réwnoéé to wyciagnigcie statej przed warto$é oczekiwana :(2° ) X jest znany wigc
=(X'X)™" X' jest stala i mozna ja wyprowadzié¢ przed operator wartosci oczekiwane;.
'f‘rzecm rowno$¢ jest z zalozenia 1° - podstawiamy za y.

Czwarta rowno$¢ wynika z tego, ze warto$¢ oczekiwana sumy to suma wartos$ci oczekiwanych. (suma
musi by¢ skonczona, ale tu jest)

Pigta rownos¢ to z 4° E(g)=0

Szdsta bo warto$¢ oczekiwana stalej to stata, X jest znany, a f nieznany, ale tez staly.

Siodma réwnoéé wynika z tego, ze CX = I tozsamosciowo (X’X)"(X,X) to macierz razy swoja
odwrotnos$¢, macierz jednostkowa to element neutralny w mnozeniu macierzy; CBDO.

Uwaga: dowod nieobciazonosci B nie wykorzystuje zatozenia 5°, estymator MNK jest nieobciazony
niezaleznie od postaci macierzy kowariancji sktadnikéw losowych.

Przystapmy do wyprowadzenia zapisu klasy estymatorow liniowych nieobciazonych:

Element tej klasy to E =Gy +d, ale chcemy to zapisa¢ jako ﬁplus pewna poprawka.
Bierzemy macierz F taka, ze F=G - C
CzyliG=F+C

B=Gy+d=(F+C)y+d=f+Fy+d

czyli zapisaliSmy estymator liniowy jako ﬁ +Fy +d.

Teraz szukamy warunkow na F i d Zzeby byl on nieobcigzony:
E(B) = E(B)+E(Fy) +E(d) =B +E(Fy) + E(d) =+ F*E(y) +d
=B+FEXp+e)+d=p+FXp+d

F 1 d sa stale, skorzystano z dowodu nieobciazonosci ﬁ w drugim kroku, reszta wnioskowania jak w
poprzednio.

Wnhiosek:
Zeby B byl nieobciazony FXB + d musi byé rowne 0 (wymagamy, by E(E) =B), by p byl
nieobcigzony niezaleznie od konkretnej wartosci X, trzeba by FX=01d =0

Wobec tego klasg estymatoréw liniowych i nieobciazonych zapiszemy:

:{§:§:[§+FyDFX: ()}

(kxk)
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Zeby dowie$¢ nieobciazonosci potrzebujemy macierzy V(B). Ogolnie macierz kowariancji wektorowej
zmiennej losowe] to warto$¢ oczekiwana iloczynu wektora kolumny odchylen (warto$¢ zmiennej minus jej
warto$¢ oczekiwana) przez siebie po transpozycji:

V(B) =E[(B-E(B)(B-E(B))]
czyli po podstawieniu E(E) = B z definicji nieobciazonosci i E = ﬁ + Fy z konstrukcji klasy:

V(B) =E[(B +Fy -B)(B + Fy -B)
a wektor tworzacy ta macierz to:

ﬁ+Fy-B =Cy+Fy-p=CXp+e)+FXp+e)-p=CXp+Ce+FXp+Fe—-p=(C+F)e
(bo CX=I z czego juz korzystalismy, a FX=0 z konstrukcji klasy)

zapiszmy:
V(B) = E[(C+F)&)(C +F)e)] = E[(C + F)&'(C +F)']| = (C + F)E(z&')(C + F)' =
=(C+F)V(£)(C'+F)=(C+F)(c’I)(C' +F)=c’(C+F)(C'+F')=0*(C'C+CF'+FC'+FF

Tu drugi krok wynika z wlasnosci transpozycji iloczynu macierzy (AB)’=B’A’, nastgpnie wyciaga si¢
state poza warto$¢ oczekiwang a E(gg')to jest definicja V(&) ( bo V(€)=E[(e-E(€))(e-E(€))’] a E(€)=0 na mocy
4°), ktora na mocy zatozenia 5° ma postaé V(€) = 0~ I.

Warto$ci poszczegolnych sktadnikow sumy w ostatnim nawiasie to:
CC’=X’X)"X’X(X’X)'=(X’X)" {z wlasnoéci transpozycji iloczynu i poniewaz macierz symetryczna jest
roOwna swej transpozycji}
CF=X"X)"X'F'=X"X) (FX)’=(X"X)"#0=0 (j.w. i z wlasnosci klasy: FX=0)
FC'=(CF’)’=0
Ostatecznie:

V(B) = 0*(X'X)" + G*FF'
Po podstawieniu macierz A=0> FF’ ,czyli jest nieujemnie okreslona na mocy konstrukcji.

Dla = ﬁ macierz F jest macierza zawierajaca wytacznie zera (patrz konstrukcja macierzy F).
( na wyktadzie 2001/2002 czyli obecnym byta podobno inna koncéwka dowodu, co warto by uzupetnic.)
Z powyzszego wzoru wida¢, ze macierz kowariancji dowolnego estymatora liniowego i nieobciazonego

to macierz kowariancji B plus pewna macierz majaca elementy wigksze lub rowne zeru na przekatnych, czyli
zaden estymator liniowy 1 nieobcigzony nie moze mie¢ mniejszej wariancji od p czyli QED.

1.2.3 Twierdzenie o wariancji resztowe] w KMRL

W KMRL z T>k (T=k odrzucamy) nieobciazonym estymatorem parametru 0> jest tzw. wariancja resztowa
dana wzorem:
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2 _ 1 WA\ P . 2y _ 2
S -XBo-Xp, i Es)=o

Estymatorem (nieobciazonym) macierzy kowariancji estymatora MNK V(ﬁ) jest:

V==X, EW@)= v =otxx)”
{tu drobna uwaga: rozr6zniajmy doktadnie V z daszkiem od V bez daszka, jesli kto§ doktadnie wie, to niech
opusci, ale jak kto$ nie wie, to niech przeczyta, bo inaczej dalej bedzie miat metlik ze szkoda gada¢. Otoz
estymator MNK ﬁ traktujemy tu jako wektor losowy zgodnie z uzasadnieniem danym wyzej, wobec czego ma

on macierz kowariancji V@®. To jest jego charakterystyka, ktora istnieje i ktora chcemy szacowaé. Dana jest

(ko)

wzorem jak w twierdzeniu GM i nie znamy jej, bo nie znamy o7, kiedy jednak za 6 podstawimy oszacowanie

s%, wedlug powyzszego twierdzenia, dostaniemy ( estymator/oszacowanie V (B) ) czyli (\A] # ); to ostatnie
(k xk) (k)

V to estymator macierzy kowariancji (lub jego realizacja, czyli oszacowanie tej macierzy) a to poprzednie V to

macierz kowariancji estymatora MNK B . Przy czym oczywiscie jest to zupelnie co innego niz V (€). }
(TXT)

Daszkow ciag dalszy:

A

y = Xﬁ to wektor ,,wartosci teoretycznych” zmiennej y przewidywanych przez oszacowany model;

(Tx1)

ﬁ =y -¥ to wektor ,,reszt MNK”.

(Tx1)

Jesli podstawimy dwa poprzednie wzory do wzoru na wariancj¢ resztowa otrzymamy:
S 2
DK

pp =1
T-k -k

2 -
§° =

-

—

a to jest wariancja probkowa reszt MNK.

Wz6ér obliczeniowy na s jest natomiast nastgpujacy:

1 A
S2: -
T_k@y y'XB)
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Przy zastosowaniu zbyt powaznych zaokraglen mozna otrzymac tu warto$¢ ujemna, co jest oczywistym
komunikatem btedu.

1.3 Klasyczny Model Normalnej Regresji Liniowej (KMNRL)

Model KMNRL to modyfikacja KMRL: przyjmujemy dodatkowe zalozenie dotyczace wektora €
nieobserwowalnych sktadnikéw losowych. Przejscie z KMRL do KMNRL to wzmocnienie zalozen. A przy
okazji: co to sa mocne a co to stabe zatozenia? I czy to ,,dobrze”, ze zatozenie jest mocne/stabe? Otdz mocne
zalozenie to takie ktore naktada dodatkowe wymagania, warunki (mowiac potocznie) na modelowany obiekt.
Dzigki natlozeniu dodatkowych warunkow, czyli wzmocnieniu zatozen uzyskujemy tez wzmocnienie tezy —
mozemy dowies¢ ,,wigcej”. Czyli mocne zatozenia sa lepsze bo w mocnym uktadzie zatozen mozemy wigcej
zdziata¢ (majac do dyspozycji mocniejsza tezg). Ale stosujac model przyjmujemy jego zatozenia bez
mozliwosci sprawdzenia (w_ramach tego modelu). Zaktadamy, ze nasz badany obiekt posiada wymienione
wlasciwosci. Tutaj zalozenia mocne sa restrykcyjne, bo przeciez duzo wymagaja, a zatozenia stabe sa mato
wymagajace, ogolne. Z przyj¢cia zalozen powinniSmy si¢ wytlumaczy¢, zalozenia stabe tatwiej przyja¢ — bo
niewiele wymagaja, zatozenia mocne sa kontrowersyjne. Czyli zatozenia stabe sa lepsze, bo sa bardziej
ogolne. Mamy tu przypadek ,,trade — off”: musimy przyja¢ zalozenia na tyle mocne, by dato si¢ co$ osiagnac, i
na tyle slabe, by dato si¢ rozsadnie przypuszcza¢ (lub formalnie testowa¢ w szerszym modelu), ze
rzeczywiscie obejmuja badany obiekt.

Bedziemy si¢ wigc zajmowa¢ wektorem € nieobserwowalnych skladnikow losowych
Lreprezentujacym  taczny  wpltyw  wszystkich  czynnikow  drugorzednych, przypadkowych, nie
uwzglednionych...”, czyli &, sktadnik losowy obserwacji o numerze t jest skonczona suma m indywidualnych
zaktocen losowych:

&=ay taptag+..tam

Jesli zalozymy, ze poszczegdlne losowe zaklocenia a; maja identyczne niezalezne rozklady o zerowej
warto$ci oczekiwanej i wariancji 0%, , co zapisujemy:

ai ~ :D(0, Oza)

to na podstawie CTG (Centranych Twierdzen Granicznych) mozemy dowies¢, ze ich suma w przyblizeniu ma
rozktad normalny o zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji rownej mo?,:

g =Y a, ~N(0,mo;)
j=l1
czyli mamy podstawy przyjac, ze wektor € ma wielowymiarowy rozktad normalny.

Tylda ~ oznacza: ,,ma rozktad”, tylda z kropka: ,,w przyblizeniu ma rozktad”, iiD to identically
independently distributed czyli ,,maja identyczne niezalezne rozktady”; iiN( , ) czytamy: maja (identyczne)
niezalezne rozktady normalne o wartosci oczekiwanej 1 wariancji — podane w nawiasie, czyli mamy pelna
charakterystyke normalnej zmiennej losowej, bo znamy wartosci oczekiwane (pierwsze w nawiasie), wariancje
(drugie w nawiasie) 1 dla rozktadu normalnego kowariancje (zerowe, bo independently — niezaleznie).

0%, ma subskrypt ,,a” zeby sie nie mylito z wariancja € réwna 07, a wariancja € w powyzszym wzorze
rowna jest mo’, , bo zmienne sa niezalezne i nie ma co odejmowaé (gdyby byly zalezne to odejmuje sie
odpowiednie iloczyny kowariancji, ktore tu si¢ zeruja).}
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PokazaliSmy powyzej, ze z rozumienia € jako ,,sumy indywidualnych zaklocen losowych”, przy
przyjeciu jednakowego (nieznanego) rozkiadu, jednakowej wariancji 1 zerowej wartosci oczekiwanej
sktadnikow tej sumy — czyli owych ,,indywidualnych zaktocen” wynika, ze € ma w przyblizeniu rozktad
normalny. Wobec tego obok zalozen 1° - 5° przyjmiemy dodatkowe zalozenie 6° mowiace, ze € ma
wielowymiarowy rozktad normalny. Uzyskamy w ten sposéb model KMNRL, o czym dale;.

Troche komentarza do zatozenia 6° 1 jego uzasadnienia.

1. Przedstawione uzasadnienie w postaci implikacji mogtoby by¢ rozszerzone. Intuicyjnie méwiac sa
warianty CTG wspierajace tez¢ o normalno$ci powyzszej sumy takze w przypadku gdy jej sktadniki nie sa
niezalezne 1 maja r6zng wariancje. Nasze ,,indywidualne zaktocenia” moga wigc by¢ zalezne, moga tez miec
r6zng wariancj¢ (byle zadna z czastkowych wariancji nie dominowata nad wariancja sumy), i nawet wtedy
wspiera¢ zatozenie o wielowymiarowym rozktadzie normalnym dla € To argumenty mogace sklania¢ do
przyjgcia zalozenia 6°.

2. Zauwazmy jednak, ze w podanym uzasadnieniu wystgpuje nie rzucajace si¢ w oczy zalozenie, ze
rozktady owych indywidualnych zakt6cen maja wariancje 1 warto$¢ oczekiwana. Co z tego wynika? Otoz sa
rozktady ktore nie maja tych momentow (warto§¢ oczekiwana i1 wariancja to momenty). Ulubionym
kontrprzyktadem Profesora jest rozktad Cauchy’ego. (zmienna majaca rozktad t-Studenta o 1 stopniu swobody
ma rozktad Cauchy’ego, w rozktadzie t-Studenta o n stopniach swobody istnieja momenty rzedu nizszego niz
n. ). Jak technicznie wyglada ,,niemanie” momentow? Taki moment to odpowiednia calka, ktora moze nie
istnie¢, jesli rozktad ma tzw. grube ogony, czyli wolno maleje do zera w +- . Grube ogony (heavy tails) to
cecha rozkladu mowiaca o prawdopodobienstwie wystapienia realizacji daleko odbiegajacej od tendencji
centralnej. Czyli jesli obserwacje ,nietypowe” zdarzaja si¢ czesto, to przypuszczamy, ze rozklad
charakteryzujacy losowe zaktocenia ma grube ogony jak np. rozktad Cauchy’ego, czyli nie speinia naszych
zalozen, 1 nie ma podstaw aby przyjac, ze suma takich zakldcen miata rozktad normalny. Rozktad Cauchy’ego
jest a-stabilny, czyli suma zmiennych o tym rozktadzie jest rowniez zmienna Cauchy’ego, a nie normalna. W
takich okolicznos$ciach zalozenie 6° okazuje si¢ zalozeniem ,,zbyt mocnym”, nie dajacym si¢ utrzymac,
musimy je odrzuci¢ 1 w zwiazku z tym tracimy wszelkie korzy$ci wynikajace z jego przyjecia (korzysci
zostang opisane ponizej). Jest to przypadek np. danych finansowych wysokiej czestotliwosci, gdzie
,obserwacje nietypowe sa typowe”, nie sa spetnione zatozenia CTG wobec czego stosowanie technik KMNRL
nie ma uzasadnienia 1 musimy odwota¢ si¢ do sposobow wnioskowania zakladajacych mozliwos¢
wystgpowania zaktocen ,,gruboogoniastych”. Po tym przydlugim nieco wstepie przejdzmy wreszcie do modelu
KMNRL.

1.3.1 Zatozenia Klasycznego Modelu Normalnej Regresji Liniowe;j

y =X B+ ¢

1° (mx1)  (TXK) (expy  (TXD)
2° X jest znana macierza nielosowa
3° rz(X) =k
° E(e)= 0
4 () A
5° V() =0l 0>>0
6° € ma T-wymiarowy rozktad normalny

zalozenia 4°-6° zgodnie z podana wczesniej 1 nieco rozszerzona notacja mozemy zapisa¢ nastepujaco:
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e~NT (0,6°T)

co czytamy: epsilon ma T-wymiarowy taczny rozktad normalny o warto$ci oczekiwanej bedacej wektorem

zerowym 1 macierzy kowariancji danej wzorem o’ I. W stosunku do poprzednio wprowadzonego zapisu to
jest uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy, czyli w nawiasie podajemy wektor warto$ci oczekiwanych

(oznaczany M) i macierz kowariancji, najczgsciej oznaczang jako 2. Ogolnie:

Z ~I\IT (”92)

A co oznacza: ,,ma taczny wielowymiarowy rozktad normalny”?

{dygresja: w ekonometrii nie ma stéw ,,niewinnych”. Najczgsciej jest tak, ze kazde stowo na swoim
miejscu co§ znaczy, 1 zastapienie go podobnym lub pominigcie odwraca caly sens. Powoduje to przykre
niespodzianki na egzaminie przy punktowaniu interpretacji. Jesli co$ jest jako$ napisane, to znaczy, ze ma by¢
doktadnie tak, 1 warto si¢ zastanowi¢ dlaczego. Albo, ze Profesor si¢ pomylil {tu jeszcze ja si¢ moge pomyli¢
BM}, ale to nie zmienia reguly, bo Profesor zdecydowana wigkszo$¢ czasu mowi do rzeczy i tylko czasem sig
myli.}

{dygresja 2. Pytanie ,,co oznacza?” czytaj zazwyczaj: ,,Jak jest zdefiniowany?”}
Definicja:

Wielowymiarowa zmienna losowa z (bedaca wektorem losowym) ma T-wymiarowy rozktad normalny wtedy
1 tylko wtedy, gdy wszystkie niezerowe kombinacje liniowe jej elementdw maja jednowymiarowy rozktad
normalny.

z ma wielowymiarowy rozktad normalny &
(Tx1)

T

[ —_
D ¢z= Z €12t ma 1-wymiarowy rozktad normalny.
(Tcxl)DDT\{O} =l

W szczegolnosci z tej definicji wynika, ze wszystkie sktadowe maja rozklad normalny, jednak nie
odwrotnie, tzn. z normalno$ci wszystkich sktadowych nie wynika wielowymiarowa normalnos¢.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (p.d.f. : probability density function — nie myli¢ z *.pdf) T-

wymiarowego nieosobliwego rozktadu normalnego z parametrami [, 2

p(z1,T) = £, (z| 1, D) = 2m) "'V (det T)" exp [-1/2(z-p)'E" (z- )

gdzie (bezposrednia interpretacja probabilistyczna):
V(z) =X1E(z)=p

K, 2 to odpowiednio (Tx1) wektorowa warto$é¢ oczekiwana i (TXT) macierz kowariancji (symetryczna
i dodatnio okre$lona, dajaca si¢ odwracac, dzieli¢, pierwiastkowac na przekatnej)
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Co oznacza rozktad ,,nicosobliwy”? (ograniczamy si¢ do rozkladow majacych momenty 2-go rzedu).
Rozklad normalny osobliwy ma osobliwa macierz 2., czyli nie da sie zapisa¢ powyzszej funkeji gestosci, bo
nie da si¢ odwréci¢ macierzy 2.. W rozkladzie nieosobliwym da sie odwréci¢ ta macierz, czyli mozna zapisaé
funkcjeg gestosci {trywializujqc, jak mawia Profesor}.

W rozktadzie nieosobliwym kazda badana zmienna wnosi swoista zmienno$¢ do uktadu, w rozktadzie
osobliwym pewne zmienne sa funkcyjnie zalezne od innych, nie wnosza zmienno$ci. Z rozktadami
osobliwymi mamy do czynienia przy modelowaniu wilasnie zwigzkéw funkcyjnych migdzy zmiennymi
tworzacymi wektor.

{Wzo6r w powyzszej ramce (funkcja gestosci wielowymiarowego rozktadu normalnego) jest jednym z
najwazniejszych wzoréw tego kursu, trzeba go zna¢ na pamig¢ bez cienia btedu. Co oznacza zapis p(z ; M, 2)
= ... 7 a konkretnie co w tym nawiasie robi $rednik? Ogo6lnie w nawiasie sg argumenty, ale po $redniku sa
parametry ktore chcemy traktowac jako ustalone — (wektor wartosci oczekiwanej i macierz kowariancji) a
przed srednikiem jest wektor warto$ci zmiennej losowej z, ktory jest podstawowym argumentem funkcji
gestosci. Zapisujemy w ten sposob, bo interesuje nas warto$¢ funkcji p dla dowolnego wektora z przy
ustalonych wartosciach H, 2., co jeszcze bardziej widaé w zapisie z f, tam pionowa kreska oznacza:
warunkowo wzgledem ustalonej wartosci tego, co po kresce. Przy tym zapisie jest tez ewidentne, Ze interesuje
nas wielowymiarowa zmienna losowa z dowolna (niekoniecznie diagonalna) macierza kowariancji, czyli
mamy wektor zmiennych ktére moga by¢ zalezne. Gdyby macierz kowariancji byta diagonalna to mielibySmy
iloczyn T jednowymiarowych funkcji gestosci, a gdyby jeszcze wszystkie jej przekatniowe elementy byty
rowne np. 0>, to bytaby T-ta potega jednowymiarowej funkcji. Poniewaz na statystyce matematycznej byt
chyba tylko przypadek jednowymiarowy a tu jest caty wzoér macierzowy to warto do niego podstawi¢ rozne
(np. powyzsze) postacie macierzy 2 i sprobowaé dojs¢ do odpowiedniej modyfikacji przypadku
jednowymiarowego. }

Teraz wreszcie te obiecane a wielkie korzysci przyjgeia 6-go zatozenia. Sa one dwojakiego rodzaju:
estymator MNK nabiera dodatkowych (w poréwnaniu z KMRL) wlasnosci teoretycznych, oraz dostgpne sig
staja dodatkowe mozliwo$ci wnioskowania statystycznego: estymacja przedziatowa i testowanie hipotez.

1.3.2 Wtasnosci estymatora MNK w KMNRL

W KMNRL (przy zatozeniach 1°-6°) estymator MNK § jest najlepszy w klasie wszystkich
estymatorow nieobciazonych.

Przy czym jest to teoretyczna wilasno$¢ stosowanej procedury (estymatora MNK) ktéra nie ma
zazwyczaj zbyt wielkiego wplywu na nasz sposob postepowania. {Mialoby ono by¢ moze techniczne
znaczenie, gdybysmy mieli ,,na widoku” jaki$ inny estymator. }

Kosztem jest tu przyjecie mocnego zatozenia o normalnosci €, a rezultat powyzszy jest warunkowany
prawdziwoscia tego zatozenia.

Z praktycznego punktu widzenia duzo wazniejsza jest kolejna wiasnos¢:
W KMNRL zachodza twierdzenia o rozkladach zwiazanych z normalnym, ktére pozwalaja nam na

budowanie przedzialéw ufnosci 1 testowanie hipotez o wspotczynnikach regresji, czyli mamy do dyspozycji
nowe mozliwo$ci wnioskowania statystycznego.
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1.3.3 Estymacja przedziatowa i testowanie hipotez

1.3.3.1 Whnioskowanie o pojedynczym parametrze regresiji.

Wnhioski z twierdzen o rozktadach zwigzanych z normalnym:

82 _ (y-XB)(y-XP) _ (T-K)*s’

2m_
a) = 2 2 NX (T-k)
B. -B,
b) ——~St(T-k)
D(B;) St

( oczywiscie )(2 oznacza rozktad chi-kwadrat a St rozklad t-Studenta, w nawiasach stopnie swobody)

W powyzszych punktach mamy podane rozklady zmiennych losowych — tzw. statystyk (statistic nie
myli¢ ze statistics ktora jest nauka) ktore sa znanymi funkcjami z jednym nieznanym parametrem. Mozemy je
tak przeksztatci¢, zeby moc testowa¢ hipotezy i budowac przedziaty ufnosci dotyczace owego nieznanego
parametru. {jak na statystyce matematyczne;j}.

Korzystajac ze statystyki a) moglibySmy budowaé przedziaty ufnos$ci i testowaé hipotezy dotyczace
nieznanego parametru struktury stochastycznej 6. Moglibyémy, ale nie bedziemy (chyba, ze Profesor zmienit
zdanie).

_ Wykorzystamy jednak statystyke dang w punkcie b). W tym celu przyjrzyjmy sig jej blizej. W liczniku
jest B -PB;, czyli ,prawdziwy blad estymacji” (roznica migdzy oszacowaniem MNK a prawdziwa nieznana
warto$cig parametru). W mianowniku jest D(B.), czyli btad $redni szacunku MNK, to jest ocena bledu
estymacji (czyli tego, co w liczniku, a czego oczywiscie nie znamy). A skad wzia¢ btad $redni szacunku? Z
oszacowanej macierzy kowariancji estymatora MNK. Pierwiastki kwadratowe elementéw przekatniowych tej
macierzy to bledy srednie szacunku odpowiednich parametréw

Pamietamy: V(ﬁ) =6°(X'X)" natomiast V(ﬁ) =s*(X'X)" i

var(B,)  cov(B,,B,) ... cov(B,B,)
A df Cév(GZ,[§1) var 62)

V)=

(TxT)
cév(ﬁk,ﬁ1) vér(ék)
nastepnie D(ﬁi) = w/vér(ﬁi) )

Btad §redni szacunku i-tego parametru regres;ji D(Bi)méwi nam, o ile §rednio mylimy si¢ zast¢pujac
nieznang warto$¢ parametru jego oszacowaniem MNK.

1.3.3.1.1 Przedzialy ufnosci dla pojedynczego parametru regresji

Przedziaty ufnos$ci sa narzedziami wnioskowania statystycznego, estymacja przedzialowa daje bogatsza
informacje dotyczaca szacowanego parametru niz estymacja punktowa. Szczegdlna wage maja tu jednak
zagadnienia zwigzane z prawidtowa interpretacja. Rozumienie ich jest warunkiem odniesienia korzysci z
dodatkowych mozliwosci wnioskowania wtasciwych KMNRL.
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W wypadku przedziatu ufnos$ci zasadnicza wage ma rozroéznienie pomiedzy zmienng losowa a jej
pojedyncza realizacja. Wymienione powyzej zalozenia i statystyka przedstawiona w punkcie b) pozwalaja na
wyprowadzenie wilasnosci teoretycznych przedziatu ufno$ci rozumianego jako przedzial losowy (czyli
przedziat o koncach losowych). Jednak w badaniach czy w zadaniu bedziemy mieli do czynienia z pojedynczq
realizacjq przedzialu losowego i to ona podlega¢ bedzie interpretacji. O rozréznieniu przedziatu ufnosci od
realizacji przedziatu ufnosci nalezy bezwzglgdnie pamigtac.

1. Przedziat ufnosci jest najkrotszym przedziatem o koncach losowych ktory z okre§lonym
prawdopodobienstwem zawiera nieznana warto$¢ parametru. Prawdopodobienstwo to okre§lamy z gory i1
nazywamy poziomem ufno$ci. Poziom ufno$ci oznacza si¢ (1 - ), czyli 95%-wemu przedzialowi ufnos$ci
odpowiada a = 5% = 0,05. Przedzial ufnosci jest przedzialem o koncach losowych dlatego, ze konce
przedziatu sa znanymi funkcjami wektora losowego obserwacji y, a wektor obserwacji y jest zdefiniowany
jako wektor losowy (patrz poczatek). Przedziat ufnosci jest skonstruowany tak, zeby byt najkrotszym (o tym
dalej) przedziatem zawierajacym nieznang warto$¢ parametru z okreslonym prawdopodobienstwem. Oznacza
to (na podstawie czgstosciowe] interpretacji prawdopodobienstwa na gruncie ktorej si¢ znajdujemy), ze
gdybySmy obserwowali realizacje wektora y odpowiednio wiele razy i odpowiednio wiele razy wyliczali
realizacje przedzialu ufnosci, to przecigtnie w (1 - a)*100 na 100 przypadkoOw nasza realizacja przedziatu
ufnos$ci zawieralaby nieznany parametr. Na gruncie ekonomii mamy jednak do czynienia z danymi
historycznymi: pojedyncza realizacja danych. Na tej podstawie obliczamy:

2. pojedyncza realizacje przedziatu ufnosci. Pojedyncza realizacja przedziatu ufnosci to przedziat
ktorego konce sa znanymi liczbami, sa znanymi funkcjami realizacji wektora obserwacji, czyli ustalonych
liczb. Ten przedzial (juz nie ,,0 koncach losowych”) albo zawiera nieznang warto§¢ szacowanego parametru,
albo nie. Na gruncie interpretacji czgstosciowej jest blgdem stwierdzenie, ze przedziat o koncach np. (-1,1)
zawiera nieznany parametr z prawdopodobienstwem 95%. Prawdopodobienstwo odnosi si¢ do przedziatu
ufnosci, jego realizacja (a przedziat (-1,1) to moze by¢ tylko realizacja) nieznany parametr zawiera albo nie!
Prawidlowa interpretacja wyglada nastgpujaco: przedzial o koncach (-1,1) jest realizacja 95% przedzialu
ufno$ci dla parametru 3. Mozna tez powiedzie¢, ze przedziat (-1,1) zawiera nieznana warto$¢ parametru z
ufnosciq 95%, poniewaz nie popadamy tu w kolizj¢ z interpretacja prawdopodobienstwa, ktore jest Scisle
zdefiniowane. (Powyzej —1 1 1 zastgpowaly wyniki rzeczywistych obliczen.) Przystapimy teraz do
przedstawienia sposobu konstruowania przedziatu ufnosci dla pojedynczego parametru regresji.

Konstrukcj¢ przedziatu ufnosci mozna przedstawi¢ w 3 etapach:
1. Ustalamy poziom ufnosci, czyli ustalamy warto$¢ parametru a (o U (0,1), w praktyce o bliska 0).
2. Znajdujemy wartos¢ t, taka, ze:

P{[StT-Kk)|>t,} =a

(rozktad t-Studenta jest rozkladem symetrycznym co pozwala na proste skonstruowanie przedziatu
ufnosci, ktéry jest jednoczes$nie najkrotszy, wartos¢ ty znajdujemy w tablicach lub w odpowiednim programie
komputerowym)

3. Uzywamy twierdzenia o rozktadach zwiazanych z normalnym, wykorzystujemy punkt b).

—'>tu}:a@P{ Sta}=1—0(c»P{ Sta}=l—0(<:>

- P{—ta <Picb, Sta} =1-a = P{ﬁi ~t,D(B,) <B, <B, +taD([§i)} =1-a

A

Bi 'ABi
D(B;)

~
Pi -B

A

D(B;)
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przy powyzszych przeksztalceniach wykorzystujemy fakt, iz D(ﬁi) jest wigkszy od zera (jest
zdefiniowany jako pierwiastek kwadratowy, elementy przekatniowe macierzy dodatnio okre$lonej, a macierz
kowariancji jest dodatnio okreslona, sa wigksze od zera. Czasem jednak oszacowanie macierzy kowariancji
moze nie spetnia¢ tego warunku, wtedy jest problem, bo nie da sig policzy¢ bledow srednich szacunku.)

Zauwazmy, ze ostatni czton mowi nam, Ze nieznana warto$¢ parametru Bi jest wigksza od [3 -t D(B )
1 mniejsza od B +t D(B )z prawdopodobienstwem réwnym (1 - o), co tworzy przedzial ufnodci.
Przypominamy, ze zarowno [31 jak 1 D(Bl) sa funkcjami wektora losowego y, a wigc zmiennymi losowymi.

Ostatecznie: przedziat o koncach losowych dany wzorem: (f%i - taD(ﬁi),ﬁi + taD(ﬁi)) jest najkrétszym
przedziatem ktory z prawdopodobienstwem (1 - o) pokrywa nieznana warto$¢ parametru [3;.

1.3.3.1.2 Testowanie hipotez o pojedynczym parametrze regresji

Weryfikacja hipotez o pojedynczym parametrze regresji jest jednym z podstawowych narzedzi
wnioskowania statystycznego, ze wzgledu na prostotg jest rutynowo stosowana np. wystgpuje automatycznie w
pakietach analizy statystycznej (w nieco zmienionej postaci — jako tzw. p-value). Jednak prawidtowa
interpretacja wynikOw testowania nie jest trywialna i nalezy ja przeprowadza¢ zgodnie z wymogami teorii.
Testowanie hipotez statystycznych jest narzedziem majacym pomodc w podejmowaniu decyzji, jednak nie
oznacza to, ze wynik testu statystycznego zawsze wskazuje konkretna decyzjg.

Podstawowym uktadem w jakim przeprowadza si¢ testowanie jest uktad pary hipotez: hipotezy zerowej
Ho 1 hipotezy alternatywnej H,, przy zalozonym z gory poziomie istotnosci O. Hipotezy moga by¢ proste t;.
okreslajace liczbowa warto$¢ parametru, lub ztozone tj. okreslajace zbior wartosci parametru. Ogolnie prosta
hipotezg¢ zerowa i mozliwe hipotezy alternatywne mozna zapisac:

Ho: Bi=Bi
Wobec:

Hi: B # [31* albo Hi: B; < Bi* albo Hy: [3; > Bi*

Gdzie Bi* oznacza konkretna, testowana warto$¢ parametru.

Poziom istotno$ci 0 musi by¢ przez badacza przyjety z gory i oznacza wielko$¢ prawdopodobienstwa
popehnienia btedu I-go rodzaju tj. odrzucenia hipotezy prawdziwej (tu: przyjecia H; w sytuacji prawdziwosci
Hop) Poziom ten podlega bezposredniej kontroli badacza.

Hipoteza zerowa jest hipoteza podlegajaca testowaniu, w razie odrzucenia hipotezy zerowej
przyjmujemy odpowiednio dobrana hipoteze alternatywna. Typowy wynik testowania hipotez ma postac: ,,na
poziomie istotno$ci O=... nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hyo mowiacej, ze...” lub: ,na
poziomie istotno$ci O=... odrzucamy hipotez¢ zerowa modwiaca (...) wobec czego przyjmujemy hipotezg
alternatywna H;, méwiaca, ze (...)”. Oczywiscie wynik testowania zalezy od przyjgtego poziomu istotnosci, i
jest warunkowy wzgledem niego. Wybor poziomu istotno$ci nalezy do badacza. Nalezy tu zaznaczy¢ rzecz
zasadnicza: wynik testowania mowiacy, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej nie oznacza, ze
powinniSmy t¢ hipoteze zaakceptowaé. Mowi tylko tyle: nie potrafimy jej odrzucié. Zilustrujmy to
przykladem: zwykle interesuje nas szczego6lnie istotno$¢ parametrow regresji, co odpowiada pytaniu: czy
mozna przyjac, ze dany parametr ma wartos¢ 0? (w powyzszym zapisie odpowiada to Bi*z 0). W kontekscie
regresji zerowa warto§¢ parametru oznacza, ze odpowiadajaca mu zmienna obja$niajaca nie ma zadnego
liniowego wpltywu na zmienna objasniana, czyli powinna by¢ usunigta z modelu. Problem decyzyjny jest
nastgpujacy: czy usunaé i-ta zmienng i reestymowa¢ model, czy pozostawi¢ ja w modelu. W tej sytuacji



Wyklady z ekonometrii Jacka Osiewalskiego 22

przeprowadzamy testowanie w nastepujacym uktadzie hipotez: Hy: 3; = 0 ; Hy: B; # 0 na poziomie istotnosci
wynoszacym np. o = 0,05. Przypus¢my, ze wynik testu méwi: na poziomie istotnosci o = 0,05 odrzucamy
hipoteze Hy: B; = 0 wobec czego przyjmujemy hipoteze alternatywna: Hy: 3; # 0. Oznacza to, ze na przyjetym
poziomie istotnosci parametr [3; jest statystycznie istotny, czyli nie powinnismy usuwaé¢ odpowiadajacej mu
zmiennej z modelu. Mozemy (jesli przyjeliSmy wynik testu jako kryterium) podja¢ decyzje: i-ta zmienna
objasniajaca pozostaje w modelu. Jednak je§li napotkamy wynik testu méwiacy: nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy Hy: B; = 0, decyzja jest trudniejsza. Moze to bowiem odzwierciedla¢ sytuacje kiedy nie
bedziemy w stanie odrzuci¢ podobnej hipotezy dla duzego zakresu wartosci r6znych od zera. Np. kolejny test
moze da¢ wynik: na zadanym poziomie istotno$ci nie ma podstaw do odrzucenia Hy: 3; = 10. W tym wypadku
test nie daje nam odpowiedzi, co oznacza ze musimy kierowaé si¢ innym kryterium. Jest to sytuacja
powszechnie spotykana, badacz musi w niej podja¢ decyzje wedlug innego kryterium, bowiem wniosek: ,,nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy: 3; = 0 wigc przyjmujemy 3; = 0 i usuwamy zmienna” nie jest logiczna
implikacja samego rezultatu testu, lecz wynikiem subiektywnych kryteriéw 1 preferencji badacza, i powinien
jako taki by¢ rozumiany. W szczeg6lnosci inny badacz na podstawie identycznego wyniku testu moze podjac
decyzje: ,,pozostawiam i-ta zmienna w modelu”.

Wynik takiego testu zalezy oczywiscie od przyjgtego poziomu istotnosci. W pakietach statystycznych
automatycznie przeprowadzane jest testowanie istotnosci poszczegolnych parametréw regresji. Jego wynik jest
jednak podany w postaci tzw. p-value, to jest najnizszego poziomu istotnosci dla ktéorego mozna odrzucié
hipoteze Ho: B; = 0. Warto$¢ p-value wynoszaca 0,001 oznacza, ze przyjmujac ze warto$¢ parametru jest rozna
od zera (czyli przyjmujac statystyczng istotnos¢ parametru) pomylimy si¢ (czyli prawdziwa warto§¢ parametru
wyniesie 0) ,,1 raz na 1000 (interpretacja jest w cudzystowie, poniewaz jest to problem analogiczny do
interpretacji konkretnych realizacji przedzialdow ufno$ci, czyli interpretacji czgstoSciowej pojedynczej
realizacji; mozna by powiedzie¢, ze gdybySmy obserwowali ,,bardzo wiele” realizacji danych i przeprowadzali
test, to pomyliliby$my si¢ przecigtnie 1 raz na 1000). Oczywiscie znajomos$¢ p-value pozwala nam wyznaczy¢
wyniki testow dla wszystkich innych poziomdw istotnosci. Dla p-value wynoszacego 0,001 jesteSmy wstanie
odrzuci¢ Hy: i = 0 na poziomie istotnosci o = 0,05 (i wszystkich wigkszych od 0,001) natomiast ,,nie ma
podstaw do odrzucenia Hy: B; = 0” na poziomie istotnosci o = 0,0005 (i wszystkich mniejszych od 0,001).
Rozumiejac p-value jako prawdopodobienstwo uzyskania danej oceny parametru w sytuacji, gdy jego
prawdziwa warto$¢ wynosi 0, niskie warto$ci §wiadcza o statystycznej istotnosci parametru.

Nalezy tu zaznaczy¢ jeszcze jedna istotng kwesti¢. Wyzej opisana procedura odnosi si¢ do
pojedynczego testu istotnosci pojedynczego wspdiczynnika regresji. Nie mozna analogicznie interpretowac
wynikow serii takich testow przeprowadzonych na kolejnych wspodtczynnikach. W szczegdlnosci oznacza to,
ze oddzielnie testowana statystyczna istotno$¢ wszystkich pojedynczych parametrow regresji na poziomie
istotnosci o nie implikuje tacznej istotnosci tych wspdtczynnikow na poziomie . Wnioskowanie o wigcej niz
jednym parametrze regresji bedzie omdéwione ponizej. Tu zaznaczamy ze nalezy wyraznie rozrdézni¢ rezultat
pojedynczego testu od rezultatu sekwencji testow, i w tym ostatnim przypadku stosowac nalezy odpowiednie
odmienne procedury.

Testowanie hipotez przeprowadzamy w oparciu o statystyki testowe. Zwiazki testowania hipotez i
budowy przedzialow ufnosci wynikaja ze stosowania tych samych statystyk i sa nastgpujace: jesli (1 - a)*100
procentowy przedziat ufnoéci zawiera warto$¢ By , to nie jestesmy w stanie na poziomie istotnosci o odrzucié
hipotezy zerowej: Hp: B; = [31*. Mozemy jednak odrzuci¢ t¢ hipoteze¢ na tym samym poziomie istotnosci jesli
przyjmiemy warto$¢ B; spoza odpowiedniego przedziatu ufnosci. Wida¢ stad, ze jesli przedzial istotnosci
obejmuje 0, nie jesteSmy w stanie odrzuci¢ hipotezy o statystycznej nieistotnosci parametru. Nie jest to
rownoznaczne z przyjeciem wartosci 3; = 0.

Konstrukcja testu statystycznego.
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Do skonstruowania testu konieczna jest statystyka testowa, czyli losowa funkcja o jednym nieznanym
parametrze (podlegajacym wnioskowaniu) 1 znanym rozktadzie przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy. (jesli
rozktad statystyki testowej przy prawdziwosci Hy nie jest znany, nie mozemy przeprowadzi¢ testu, jest to np.
przypadek testowania standardowym testem tzw. unit root czyli wielkos$ci pewnego parametru = 1; stosowanie
standardowego testu jest niemozliwe, poniewaz prawdziwosci hipotezy zerowej odpowiadaja drastycznie inne
wlasnos$ci rozktadu statystyki testowej). Dla konstrukcji omawianego testu skorzystamy ze statystyki danej w
punkcie b) twierdzenia o rozktadach zwiazanych z normalnym. Jesli testujemy pare hipotez:

Hy: Bi=Bi’
Wobec:
Hy: Bi # Bi
1. Ustalamy poziom istotnosci testu O.
2. Znajdujemy wartos¢ ty taka, ze:
P{[s(T-K)|>t} =«
3. Uzywamy twierdzenia o rozkladach zwiazanych z normalnym, wykorzystujemy punkt b),

wyliczamy warto$¢ statystyki:

Bi - Bl*
D(B;)
{interesuje nas warto$¢ statystyki testowej {i jej rozktad} przy prawdziwosci hipotezy zerowej

(podstawiamy B; = i)},
jesli warto$¢ statystyki jest:

a) wigksza od tq - odrzucamy hipotez¢ zerowa i przyjmujemy hipotezg alternatywna.
b) mniejsza lub réwna tq - nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Testowanie prostych hipotez o pojedynczych wspdtczynnikach regresji daje ograniczone mozliwosci
wnioskowania, ograniczenia zarysowane sa powyzej. Szersze mozliwosci wnioskowania daje nam taczne
testowanie hipotez o parametrach regresji, omowione ponize;j.

1.3.3.2 taczne testowanie liniowych rownosciowych restrykcji na parametry regresji

Ponizej przedstawiony zostanie do$¢ ogélny i bardzo uzyteczny uklad zalozen umozliwiajacych
testowanie liniowych rdwnosciowych warunkéw pobocznych dotyczacych wielu wspotczynnikow regresji
tacznie. Pozwoli to kontrolowa¢ laczny poziom istotnosci i wykona¢ odpowiedni test (przeprowadzenie serii
testow o pojedynczych wspolczynnikach regresji miatoby trudny do kontrolowania taczny poziom istotnosci).
Przedstawione zostana tez dwa wazne szczegodlne przypadki powyzszego schematu oraz estymator MNK
uwzgledniajacy restrykcje. Szczegolne przypadki beda odnosity si¢ do badania tacznej istotnosci wszystkich
wspoOtczynnikdw regresji poza wyrazem wolnym (podstawowy test w kontek$cie regresji) oraz do problemu
istotnosci bloku wspodtczynnikow regresji, co odpowiada testowaniu redukcji modelu. Posta¢ ogodlna daje
szersze mozliwos$ci wnioskowania; w szczego6lnosci pozwala na wnioskowanie o liniowych kombinacjach
wspotczynnikow regresji. Czgsto wilasnie liniowe kombinacje wspoOlczynnikow maja interpretacjg
ekonomiczng 1 w zwiazku z tym wymagaja testowania. Moze to wynika¢ z faktu, ze ekonomiczna
charakterystyka jest dana jako liniowa kombinacja parametrow, przy czym chcemy wnioskowaé o jej
wielko$ci. Ponadto w sytuacji gdy z teorii ekonomii wynikaja ograniczenia dotyczace postaci szacowanej
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funkcji, to jesli tre$¢ tych ograniczen mozna sprowadzi¢ do narzucenia réwnosciowych warunkéw pobocznych
(restrykcji) na liniowe kombinacje parametrow, opisany ponizej test pozwoli sprawdzi¢, czy oszacowany
model spelnia wymagania stawiane przez teori¢ ekonomii. Do narzucenia a priori na model takich restrykcji
mozemy wykorzysta¢ estymator MNK z restrykcjami opisany ponizej — pozwoli on na oszacowanie warto$ci
parametrow przy zatozeniu prawdziwosci restrykcji. Nalezy zaznaczy¢, ze schemat ponizszy dotyczy
wylacznie restrykcji rownosciowych; naktadanie restrykcji nieréwnosciowych i1 estymacja parametrow w ich
obecnosci naleza do bardziej zaawansowanych zagadnien.

Ogo6lny schemat facznego testowania p liniowych restrykcji na parametry regresji.

Zatozenia:
- testowaniu podlega p liniowych rownos$ciowych restrykcji.
- liczba parametrow regresji wynosi kik = p
- restrykcje przedstawiamy w postaci macierzowego zapisu uktadu rownan liniowych:

SP=c ;x9=p
k) kx1) (X1
gdzie S to znana macierz rzgdu p, a ¢ to znany wektor.
- hipotezy testowe sa postaci:

Ho: SB=c¢  wobec
Hli SB c

Co logicznie odpowiada uktadowi: Hy : wszystkie restrykcje sa prawdziwe - wobec H, : przynajmnie;j
jedna restrykcja nie jest prawdziwa.

Powyzszy uktad réwnan specyfikuje warto$ci p liniowych kombinacji wspdtczynnikow regres;ji.
Wymaganie dotyczace rz¢du macierzy S wymaga, aby byly to odmienne (nie dublujace informacji) restrykcje.

Statystyka testowa (tzw. F empiryczne) w tym wypadku ma postac:

P (SB—o)[SXX)'ST"(SB~¢)/p

S
Przy prawdziwosci hipotezy zerowej rozklad tej statystyki jest nastepujacy:

Ho => Femp ~ F(p,T-k)
F oznacza rozktad Fischera — Snedecora o liczbie stopni swobody jak w nawiasie.

W liczniku wzoru na Fepp jest dodatnio okreslona macierz (w nawiasach kwadratowych) oblozona
wektorem 1 jego transpozycja. Taka konstrukcja to forma kwadratowa i jej warto$¢ jest skalarem. Wartos¢ jaka
przyjmuje forma kwadratowa dla dowolnego niezerowego wektora zalezy od okre§lonosci macierzy. Tu
macierz jest dodatnio (nieujemnie?) okreslona z konstrukcji; wobec tego cala forma kwadratowa bedzie
przyjmowaé wartoéci dodatnie (jak i cata statystyka, bo p i s* sa rowniez wigksze od 0). Wartosci formy
kwadratowe] beda tym mniejsze, im mniejsze beda sktadowe wektora (SP—c¢). Poniewaz prawdziwosc
restrykcji odpowiada zerowej warto$ci wektora, mate wartosci F empirycznego $wiadczy¢ begda za hipoteza
zerowa. Szukamy wigc warto$ci krytycznej Fy powyzej ktorej odrzucimy hipoteze zerowa. Test F jest wiec
testem asymetrycznym. Nalezy rowniez zaznaczyc¢, ze jest to tzw. test doktadny, tzn. nie odwolujemy si¢ tu do
asymptotycznego rozktadu statystyki testowej. Testy asymptotyczne podaja rozktad statystyki testowej przy
liczbie obserwacji zmierzajacej do nieskonczono$ci i w ich praktycznym stosowaniu zawsze pojawia sig¢
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problem: na ile nieznany rozktad matoprébkowy (dotyczacy realnej sytuacji posiadania skonczonej i czgsto

niewielkiej liczby obserwacji) mozna przyblizy¢ znanym rozkladem asymptotycznym, inaczej: ,jaki

popelnimy btad przyjmujac rozklad asymptotyczny jako rozktad doktadny?”. W celu rozwiazania tego

problemu stosuje si¢ rozmaite poprawki, wykonuje si¢ symulacje itd. Stosowanie testu doktadnego pozwala

uniknaé problemdéw zwigzanych z mozliwa rozbieznos$cia miedzy rozktadem asymptotycznym a doktadnym.
Procedura testowa jest tu nastgpujaca:

1. Ustalamy poziom istotnosci testu O oraz postac restrykcji (wartosci p, S, ¢).
2. Znajdujemy warto$¢ Fy :

F,:P{F, ., >Ff=0a
3. Wyliczamy wartos¢ statystyki Femp,

jesli wartos¢ statystyki jest:

a) wigksza od Fy - odrzucamy hipotez¢ zerowa i1 przyjmujemy hipotez¢ alternatywna (przynajmniej
jedna restrykcja nie jest prawdziwa).
b) mniejsza lub réwna Fy - nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Mozemy zastosowac test F do przetestowania hipotezy o pojedynczym parametrze regresji (3; = Bi*
wobec Bi # Bi) Mamy wowczas: p=1,¢c=c = [Bi'] a macierz S staje si¢ wektorem 1 na k sktadajacym si¢ z zer
1 z jedynka na i-tej pozycji. Wowczas (co warto przeliczy¢) z wzoru na F empiryczne otrzymujemy kwadrat
statystyki testowej z punktu dotyczacego testowania hipotez o pojedynczym wspotczynniku regresji. (forma
kwadratowa w [] ,,wybiera” z macierzy (X’X)" i-ty element i bierze jego odwrotno$¢ - ten element wraz z s” z
mianownika daje btad $redni szacunku do kwadratu w mianowniku; w liczniku (SB ¢)daje B -B; co jako
skalar nie jest zmieniane przez transpozycj¢ 1 podniesione do kwadratu). Natomiast rozktad F(1,T-k) jest
rozktadem kwadratu zmiennej St(T-k), test t jest testem dwustronnym i symetrycznym wobec czego
podniesienie statystyki testowej do kwadratu nie powoduje utraty informacji; wida¢ wobec tego ze test F
zastosowany dla pojedynczego wspdiczynnika sprowadza si¢ do testu t-Studenta; obie te procedury sa
rOwnowazne.

Inny wazny przypadek szczegdlny testu F odpowiada problemowi redukcji modelu. Zat6ozmy, ze w
modelu regresji zastanawiamy si¢ nad istotno$cia calej grupy zmiennych objasniajacych. Gdyby
odpowiadajace im wspotczynniki regresji byly rownoczesnie zerami, model redukowalby si¢ do prostszej
postaci. Nie mozna testowal osobno parametrow regresji odpowiadajacych grupie zmiennych, poniewaz
interesuje nas test faczny. Mamy wigc k wszystkich zmiennych objasniajacych (i parametrow regresji)
probujemy testowac taczna istotno$¢ p z nich (Hp: p odpowiednich wspotczynnikéw rownocze$nie rownych
0). Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia: podzielimy macierz X i wektor B odpowiednio na czgsci
odpowiadajace obu grupom zmiennych (w zapisie blokowym macierzy):

@
X =[X, X,l; B {B } 3y = X, Y XY+ g

(Txk) wn | B? (Txl)  (Tx(k-p)) ((k=py1) (Txp) (px1) (TXD)

bloki z indeksem ,,2”” odpowiadaja zmiennym, ktorych istotno$¢ ma podlega¢ testowaniu, bloki z indeksem
(1) opisuja model zredukowany, ich istotno$¢ nie ma podlegac testowaniu. Posta¢ macierzy S 1 wektora ¢
odpowiadajaca temu zagadnieniu jest nastgpujaca:

S=[ 0 I]; ¢=0

) (xp) () (px)
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gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Wobec tego uktad restrykcji SB = ¢ oznacza [3(2) = 0. Hipoteza zerowa
moOwi, ze nie ma podstaw do odrzucenia stwierdzenia, ze wszystkie p wspotczynnikow regresji
odpowiadajacych zmiennym zebranym w macierzy X, jest rowna zero. Przyjecie tej hipotezy jest
roéwnoznaczne z redukcja catego modelu do postaci y = X [3(1) + €. Hipoteza alternatywna mowi: przynajmniej
jeden z badanych wspoétczynnikoéw jest rozny od zera, co oznacza, ze przynajmniej jedna zmienna z macierzy
X, ma istotny liniowy wptyw na zmienna objasniajaca.

W tej sytuacji Femp mozna wyliczy¢ z uproszczonego wzoru:

_ (SSE, —SSE,)/p
“® = SSE /T -k)

gdzie SSE; to suma kwadratoéw reszt w modelu odpowiadajacym i-tej hipotezie; SSE, odpowiada
modelowi zredukowanemu (policzenie SSE, wymaga oddzielnej estymacji modelu y = X, [3(1) + €), natomiast
SSE; odpowiada modelowi pelnemu y = X + €, wobec czego SSE(=SSE,; (przy czym réwnos¢ jest mozliwa z
prawdopodobienstwem 1, co wynika z wiasnosci MNK; intuicyjnie model z wigksza iloscia zmiennych
objasniajacych (nawet nieistotnych) nie moze mie¢ gorszej (wigkszej) sumy kwadratow reszt od modelu w
ktorym tych zmiennych jest mniej). Nalezy pamigta¢, ze do skorzystania z tego wzoru konieczna jest
dwukrotna estymacja — raz modelu petlnego, 1 raz modelu zredukowanego. Wida¢ tez, ze w mianowniku jest
po prostu s* dla petnego modelu.

Szczegblnym przypadkiem powyzszej procedury jest taczne testowanie istotnosci wszystkich
parametrow regresji z wyjatkiem wyrazu wolnego. Odpowiada to macierzy X; bedacej wektorem jedynek,
macierzy X, grupujacej wszystkie inne zmienne objasniajace. Taki model zredukowany odpowiada modelowi
gdzie y; = By + &, 1 B rowna $redniej arytmetycznej z elementdw y. Gdy wynik testu sugeruje redukcje
modelu, oznacza to, ze ani jedna z wybranych zmiennych objasniajacych nie ma statystycznie istotnego
liniowego wplywu na zmienna objasniang. Stawia to sensowno$¢ modelu pod znakiem zapytania. Jesli
natomiast odrzucimy hipotez¢ zerowa, oznacza to, ze przynajmniej jedna zmienna objasniajaca ma istotny
linlowy wptyw na zmienna objasniana. (i model nie musi by¢ bezsensowny). W wypadku testowania taczne;j
istotnosci wszystkich parametréw regresji z wyjatkiem wyrazu wolnego mozna skorzysta¢ z nastepujacego
wzoru na Fepp:

_ R(k-1)
" (1-R*)/AT-Kk)

1.3.4 Estymator MNK z narzuconymi liniowymi restrykcjami rGwnosciowymi

A

Estymator MNK z narzuconymi liniowymi rownos$ciowymi warunkami pobocznymi f, oraz jego

r

macierz kowariancji maja postac:

B, =B+ X'X)"S'[S(X'X)"'S'T(Sp - ¢)
V(B,) =0’ X'X)" - 62(X'X) S [S(X'X) 'S IS(X'X)

Estymator ten jest nieobciazony jesli restrykcje sa prawdziwe. Przy prawdziwo$ci restrykcji i
zalozeniach KMRL jest on najlepszy w klasie estymatorow liniowych nieobcigzonych spetniajacych
restrykcje. Przy dodaniu zatoZenia 6° staje si¢ estymatorem najlepszym w klasie wszystkich estymatorow
nieobciazonych spelniajacych restrykcje. Biedy Srednie szacunku tego estymatora beda mniejsze, niz btedy
srednie szacunku estymatora MNK, ale majq one interpretacj¢ tylko wtedy, kiedy estymator jest nieobciazony,
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czyli kiedy restrykcje sa prawdziwe. Aby stwierdzié, ze ﬁr istotnie spetnia restrykcje, warto podstawi¢ Sﬁr 1
wyliczy¢ rezultat.

1.4 Model Normalnej Regresji Nieliniowej (MNRN)

1.4.1 Zalozenia Modelu Normalnej Regresji Nieliniowe;]

W modelu normalnej regresji nieliniowej (MNRN) wyrdézniamy wektor obserwacji na zmiennej
objasnianej y, jednak bardziej ogdlnie niz w KMNRL zaktadamy:

1° y=fx;B)+& gdzie t=(1,2.....,T) oraz:

x,'= (th Xy e ti) gdzie x{' jest (1xp) wektorem wartosci p zmiennych objasniajacych

odpowiadajacych obserwacji o numerze t; natomiast:

B,
B =] .. | jest(kx]l)wymiarowym wektorem nieznanych parametréw,
(kox1)
By

i pOB 0O, gdzie B jest zbiorem otwartym;
f(x;B) jest znana funkcja klasy C* wzgledem P.

2° X; sa wektorami nielosowymi lub wektorami losowymi niezaleznymi stochastycznie od
sktadnikoéw losowych:

xxmMée& t,s=1,2,...., T
3° macierz A(P) pochodnych czastkowych funkcji f wzglgdem parametrow 3 dana wzorem:

[Of(x,;B)  Of(x,:B) of(x,;p) |
B, B, T 0B,
af(xz;B) af(xz;ﬂ) af(xz;B)

APB)=| o, B, T o8,

(TXk) ecoe eoee ecoe ecoe
Ofx i) Ofxp)  Oftxyip)
B, B, B,

jest macierza rzedu k dla prawie wszystkich mozliwych .

Pozostale zalozenia maja taka sama posta¢ jak w KMNRL:

4° E(e)= 0

(TxI)
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5° V() =0o’Iy 0>>0

6° € ma T-wymiarowy rozktad normalny

Generalizacja KMNRL prowadzi do MNRN; relacja tych dwoch modeli dobrze obrazuje przypadek
bardzo czgsto w ekonometrii spotykany: uogélnienie modelu A prowadzi do modelu B o stabszych
zatlozeniach; A ma wszystkie wilasnosci B, bo jest jego szczegdlnym przypadkiem, moze posiadaé tez
dodatkowe wiasnosci wynikajace z mocniejszych zatozen. Uogolnienie modelu pozwala nam rozszerzy¢ jego
stosowalno$¢: mozemy zastosowac B tam, gdzie zastosowanie A nie bytoby mozliwe. Cena za to jest zwykle
ostabienie mocy konkluzji modelu B. Z modelu B mozemy tez wyprowadzi¢ przypadki szczegolne inne niz A,
o zalozeniach i tezie mocniejszej od B. Relacje te moga by¢ dos$¢ ztozone, jednak doktadnie ich zrozumienie
pozwala na wilasciwe 1 §wiadome dobranie zatozen oraz zrozumienie ich konsekwencji. Jest to zagadnienie
majace kluczowy wplyw na sensownos$¢ uzyskiwanych wynikow. W celu zilustrowania tego zagadnienia
najpierw omowmy doktadniej zalozenia MNRN.

Zatozenia 1°-3° odrézniajace MNRN od KMNRL opisuja generalizacje deterministycznej czesci
modelu; wlasciwos$ci czg$ci stochastycznej (4°-6°) pozostaja niezmienione.

Ad 1°. Model MNRN objasnia powstawanie T obserwacji na zmiennej y, jednak dopuszcza, by liczba
zmiennych objasniajacych (p) byta inna, niz liczba nieznanych parametrow modelu (k) (wynika to z potrzeb
nieliniowej postaci f). Nieznane parametry zgrupowane sa w wektor B nalezacy do zbioru B bedacego
otwartym podzbiorem k-wymiarowej przestrzeni rzeczywistej. Zbior otwarty to taki, w ktérym dla kazdego
punktu BB istnieje otoczenie nalezace w catosci do zbioru B, przyktady zbiorow otwartych to: koto minus
okrag (koto bez brzegu), czy kula minus sfera, (patrz skrypt prof. Malawskiego ©). Jest to zatozenie majace
wykluczy¢ tzw. rozwiazania brzegowe tj sytuacje, gdy punkt [ spelniajacy kryteria estymacji (np.
minimalizujacy sume¢ kwadratow reszt) lezy na brzegu zbioru B, co owocuje trudno$ciami teoretycznymi
glebszej natury. { w praktyce nie wiedzie¢ czemu przyjmuje si¢ [3; = 0 niby z zalozen ekonomicznych (zamiast
Bi > 0, co spelnia wymog otwarto$ci), wychodzi 3; = 0 i niby jest OK., ale tak uzyskane oszacowanie nie
spetnia prawidlowo postawionych wymogdéw modelu. Zeby to rozstrzygnaé, trzeba by wiedzie¢ doktadnie,
jakie sa wlasnos$ci rozwigzan brzegowych i co z tego. Ja nie mam pojgcia. BM}. Funkcja f ma by¢ klasy C?
wzgledem 3 co oznacza, ze drugie pochodne funkcji f wzgledem kazdego elementu 3 musza istnie¢ i by¢
ciagte w kazdym punkcie. Zapis zalozenia 1° mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

y =8 (X:B)+tgs

(MD (rxay (Txp) XD (Tx1)
f(x,;B) x,' X Xpoo e Xy
. f(x,3 x,' X X X
adzic g (X;B) = (x,3B) oraz X =| 12 |=| ™™ 2 2p
(Tx1) (Txp)
f(x1;B) Xp' Xt X1y e Xy

Przejscie od liniowej do nieliniowej postaci zalezno$ci ogromnie rozszerza mozliwosci zastosowania
omawianego modelu. Modele dajace si¢ sprowadzi¢ do postaci liniowej lub dobrze aproksymowac postacia
liniowa tatwiej jest szacowa¢ w uktadzie zatozen KMRL, jednak nie mozna a priori zaktada¢ mozliwosci
sprowadzenia zalezno$ci ekonomicznych do restrykcyjnej postaci liniowe;.

Ad. 2°. Zalozenie drugie ma czgSciowo nowa postaé, mozna je przedstawi¢ w odniesieniu do
powyzszego zapisu tak: X jest znang macierza nielosowa (jak w KMNRL) lub X jest macierza losowa
stochastycznie niezalezna od wektora sktadnikow losowych. Stochastyczna niezalezno$¢ jest $cisle
zdefiniowana, jednak definicja nie bedzie tu przedstawiona. Dopuszczenie losowosci macierzy wartosci
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zmiennych objasniajacych X wuchyla krytykowane juz =zatozenie odpowiadajace przeprowadzeniu
kontrolowanego eksperymentu. Warto$ci zmiennych objasniajacych sa zwykle réwniez wielko$ciami
powstajacymi w procesach ekonomicznych 1 przyjecie ich losowosci samo si¢ narzuca. Rozszerzenie tego
zatozenia nastapi w przedstawionym dalej modelu (regresja z losowymi zmiennymi objasniajacymi), tam tez
skomentowany zostanie wymog stochastycznej niezaleznosci X od g, tu zatrzymujemy sig na takiej postaci 2°.
Mozna ja uzasadni¢ poprzez zatozenie, ze zrddta losowych wahan warto$ci zmiennych objasniajacych X oraz
sktadnikow losowych € sa inne.

Ad. 3°. Zalozenie to dotyczy rzgdu macierzy A(B) ( T x k; T > k) — ma on by¢ réwny k, czyli liczbie
kolumn, ,,dla prawie wszystkich B”. Tu nalezy szczegélnie ostroznie nalezy traktowac stowo ,,prawie”. Jak
zwykle w ekonometrii, traci ono swoje potoczne luzne znaczenie, i nabiera znaczenia $cisle okreslonego.
,Prawie” nalezy rozumie¢ ,,z wyjatkiem podzbioréw miary zero”. A co to oznacza? To zalezy od miary, ale
intuicyjnie mozna powiedzie¢ tak: w tym wypadku rz[A()] = k dla BUB z mozliwym wyjatkiem zbioru
zawierajacego si¢ w B 1 bedacego podzbiorem przestrzeni o wymiarze mniejszym niz k. Intuicyjnie, gdyby
zbior B byl kotem bez brzegu, to podzbior B dla ktorego rz[A(PB)] # k moglby by¢ czgscia wspolna pewnej
hiperboli 1 B, 1 zatozenie pozostawatoby spelnione. Gdy dopuscimy losowos$¢ macierzy X, sprawa jeszcze sig
komplikuje: wymagamy, by ,rz[A(B)] = k dla prawie wszystkich B i prawie zawsze”; ,,prawie zawsze”
oznacza ,,z prawdopodobienstwem rownym jeden”. Zdarzenie zachodzace z prawdopodobienstwem 1 nie jest
réwnoznaczne ze ,,zdarzeniem pewnym”. Zdarzenie pewne jest $ci$le zdefiniowane, jest to zbidr zawierajacy
wszystkie elementy zbioru zdarzen elementarnych, w wypadku zmiennej losowej — zbior zawierajacy
wszystkie mozliwe jej realizacje. Jesli od tego zbioru odejmiemy niepuste podzbiory miary zero (w sensie
miary prawdopodobienstwa), otrzymamy zbidér odpowiadajacy zdarzeniu prawie pewnemu, zachodzi ono z
prawdopodobienstwem 1 (poniewaz ,,r6zni si¢” od zdarzenia pewnego o podzbiory miary 0, jednak nie jest z
nim tozsame). Ciagla zmienna losowa przyjmuje z prawdopodobienstwem jeden wartosci x # x*, czyli
przyjmuje wartosci ro6zne od x* prawie zawsze. Pojgcia ,,z prawdopodobienstwem jeden” , ,,prawie zawsze” sa
odlegte od potocznej intuicji, trzeba si¢ jednak z nimi oswoi¢, bo w ekonometrii wystgpuja czesto (jak rowniez
ich odpowiedniki ,,prawie nigdy” ,,z prawdopodobienstwem 0” — ciagla zmienna losowa X przyjmuje warto$¢
x* z prawdopodobienstwem 0). Mozna si¢ tez domysli¢, ze zatozenie dotyczace rzgdu ma m.in. zapewnic
mozliwo$¢ odwrdcenia macierzy i przez to istnienie odpowiednich formut.

Teraz wykazemy, ze KMNRL jest w istocie szczegolnym przypadkiem MNRN. Aby to zrobid,
przyjmijmy odpowiednia posta¢ funkcji f, i wyprowadzmy odpowiadajace jej wektor g i macierz A(B). W
wypadku liniowej postaci funkcji f liczba zmiennych objasniajacych jest roéwna liczbie parametrow, czyli p =
k.

f(x,;B) Bix+ Bxpt o +B.x,
g (X:p) = f(x,;B) _ Bixy+ Byxpt oo +B.X, = Xp
(Tx1) .o eee .o .o .o

f(x13B) Bixp+ Boxppt e +Bxq

[Of(x,B) Ofx;B) OB ]
B, B, 0B, X Xppooee Xy
0f(x;p)  Of(x,:P) of(x,;p) Xy Xy e Xy,
IM(x:B) OfxB)  OfxuB)| |Xm Xrp e Xy
B, B, B,

poniewaz:
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fx3B) =B, x, +B,X,, teee ¥ B Xy, oraz
0 f(x,;PB) - OB Xy + e ¥ B Xy +eee B Xy ) - 0B x,) —x
o8, 0B, B, "

Po podstawieniu powyzszych rezultatow do zatozen MNRN (A(B) = X oraz g = X[) otrzymujemy
uktad zalozen KMNRL. W ten sposob pokazalismy, ze KMNRL jest szczegdlnym przypadkiem MNRN 1
wobec tego wlasnosci MNRN beda wystepowaty w KMNRL. By stwierdzi¢, jakie to bgda wiasnosci, omowié
musimy rezultaty przyjecia zatlozen MNRN.

Przypomnijmy te zatozenia w nieco skroconej (i niepeinej) formie:

1.4.2 Model Normalnej Regresji Nieliniowe;:

1° y =g (X: B)+ g .ggrupuje znane funkcje klasy C? wzgledem B
(MD (rx1y (Txp) G (1))

2° X jest znana macierza nielosowa lub Xm €

3° P{rz[A(B)] =k } = 1 dla prawie wszystkich B[IB

n Ee)= 0

5° V() =0’y 0>>0

6° € ma T-wymiarowy rozktad normalny

By otrzymac¢ estymator wektora nieznanych parametrow 3 w powyzszym uktadzie zatozen, odwotamy
si¢ do jeszcze ogodlniejszego modelu, jednak z pominigciem wyprowadzenia, tylko przez hastowe powotanie.
(doktadne wyprowadzenie w nast¢pnym rozdziale ktérego moze wcale nie bedzie)

1.4.3 Estymator Nieliniowej MNK

1.4.3.1 Geneza i wtasnosci

Ogo6lna metoda estymacji parametrycznych modeli statystycznych (takimi si¢ zajmujemy), jest Metoda
Najwigkszej Wiarygodnosci (MNW; Maximum Likelihood ML). Estymator uzyskany ta metoda w
powyzszym uktadzie zatozen ma postac:

Baw =arg minly - g(X;B)] [y ~g(X: p)]

Zauwazmy, ze jest to kryterium definiujace estymator MNW przy podanych zalozeniach; zastosowanie
tego estymatora wymaga rozwiazania zagadnienia optymalizacyjnego (znalezienia minimum podanej funkcji),
wobec tego dla uzyskania dajacego si¢ zastosowaé estymatora nalezy znalez¢ sposob realizacji podanego
kryterium. Nalezy tu podkresli¢, ze powyzszy zapis zaklada istnienie odpowiedniego minimum (ono nie
zawsze istnieje); przy tym zaloZeniu (mozna je nawet okre$li¢ jako zalozenie 7°) oraz zalozeniach 1°-6°
powyzsza ré6wnos¢ jest prawdziwa. Prawa jej strona okresla estymator tzw. nieliniowej] MNK. Poniewaz do
metody Najwigkszej Wiarygodnosci odwotujemy si¢ tylko w celu wyprowadzenia estymatora nieliniowe;j
MNK, bedziemy oznaczali go jako ﬁ, rezygnujac z subskryptu NW, za czym dodatkowo przemawia fakt, ze
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jest on uogolnieniem estymatora MNK (liniowej) tak oznaczanego, natomiast stosowanie 1 wtasnosci MNW
beda tu tylko marginesowo poruszone i doktadniej opisane w innym miejscu.

Przy powyzszych zatozeniach mozna dowies¢, ze dla T — oo:

B~N (B, cTAM) AP ")

Powyzszy wzor specyfikuje asymptotyczne (dla T— oo czyli dla liczby obserwacji zmierzajacej do
nieskonczono$ci) wlasnosci estymatora nieliniowej] MNK. Méwi on, ze  ma dla T — oo (kropka nad tylda)
rozktad normalny o warto$ci oczekiwanej réwnej warto$ci nieznanego parametru wektorowego i 0 macierzy
kowariancji danej wzorem jak w nawiasie. Wobec tego mozna wnioskowac tylko o asymptotycznej macierzy
kowariancji |§:

A . 1
Vas(ﬁ) =¢? [A(B) A(ﬁ)] (co wykorzystuje zatozenie 3°)

Zgodnym estymatorem asymptotycznej macierzy kowariancji |§ jest:
7 (R AN A O]
Vas(B) = SZ[A(B) A(B)] ; gdzie:

1 N A
s* = Ly = e(XBITy ~&(X:P)]

Estymator nieliniowej MNK jest zgodny ﬁ 1 ma (opisany wyzej) asymptotyczny rozklad normalny.
Nad cechami tymi warto zatrzymac si¢ nieco dtuze;.

Wiasnosci asymptotyczne zwane tez wilasnosciami duzej proby dotycza hipotetycznej sytuacii
dysponowania dowolnie duza liczba obserwacji (T - ). W rzeczywistosci mamy zawsze do czynienia z
wlasnos$ciami matej proby, tj. skonczona 1 czgsto niewielka liczba obserwacji. Postugujac si¢ estymatorem o
poznanych wiasno$ciach asymptotycznych popetniamy pewien btad, jego wielko$¢ zalezy od tego, jak szybko
ze wzrostem liczby obserwacji estymator zaczyna przejawia¢ swoje asymptotyczne wiasnosci. Blad jest w tej
sytuacji nie do uniknigcia, mozna zaklada¢, ze bedzie on niewielki, mozna probowaé oceni¢ traftnos¢ tego
zalozenia w konkretnych okoliczno$ciach za pomoca symulacji komputerowych, wreszcie przyjmowac rdzne
poprawki; jednak gdy odwotujemy si¢ do wlasnosci asymptotycznych, musimy odnies¢ si¢ tez do problemu
wiasnosci matoprobkowych. Dotychczas w modelach KMRL 1 KMNRL opisywane wtasnosci miaty charakter
doktadny (czyli bezposrednio matoprébkowy), dzigki czemu problem oceny rozbieznosci pomigdzy znanymi
wlasno$ciami asymptotycznymi a wilasnoSciami w malej probie nie wystgpowat. Odwotywanie si¢ do
wlasnosci duzej proby zwykle spowodowane jest faktem, ze wlasnosci asymptotyczne zazwyczaj tatwiej
okresli¢ niz doktadne; czesto dysponujemy jedynie asymptotyczna teoria: tak jest w przypadku MNRN, gdzie
ogo6lne wlasnosci doktadne sa nieokreslone.

Zgodno$¢ estymatora jest wlasnoscia asymptotyczna mowiaca, ze prawdopodobienstwo popetnienia
dowolnego ustalonego bledu maleje do zera ze wzrostem liczby obserwacji do nieskonczonosci. W pewnym
sensie zgodnos$¢ daje informacj¢ negatywna — zgodno$¢ nie gwarantuje popeinienia niewielkiego btedu w
malej probie — moéwi tylko, ze prawdopodobiefistwo popetnienia dowolnego ustalonego btedu bedzie malec.
Jednak brak zgodnosci stanowi bardzo ewidentny sygnat — jesli nawet dla bardzo wielu obserwacji popetniamy
nieznany blad, to stosowanie takiego estymatora jest bardzo dyskusyjne. Niezgodno$¢ jest jednym z
najcigzszych zarzutow jakie mozna postawic¢ estymatorowi.

Aby przyblizy¢ ich znaczenie i interpretacj¢ zgodnosci 1 asymptotycznej normalnos$ci |§ objasnijmy ich
geneze. Kryterium ktore wyznacza estymator nieliniowej MNK otrzymaliSmy na gruncie Metody Najwigkszej
Wiarygodnos$ci. Estymatory MNW maja przy do$¢ ogoélnych zalozeniach m.in. nastgpujace wlasnos$ci: sa
zgodne 1 maja asymptotyczny rozkilad normalny. Zaréwno zgodno$¢ jak i asymptotyczna normalnos$¢ sa
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wlasnos$ciami duzej proby, wlasno$ciami asymptotycznymi, ktore maja pojawic si¢ przy liczbie obserwacji
zmierzajacej do nieskonczonosci.

Model MNRN (przy zatozeniach 1° - 6° + 7°) spelnia warunki znacznie ogolniejszego modelu
opartego na MNW. Wobec tego wszystkie wlasnosci MNW przechodza na MNRN — stad o estymatorze B
mozemy powiedzie¢, ze jest zgodny 1 ma asymptotyczny rozktad normalny. Model KMNRL jako szczegolny
przypadek MNRN réwniez zachowa wymienione wlasnosci MNW. W KMNRL estymator (liniowej) MNK |§
jest zgodny 1 ma asymptotyczny rozklad normalny; jednakze zalozenia KMNRL sa duzo mocniejsze od
zalozen MNW, dlatego w KMNRL mozna pokaza¢ mocniejsze wtasnosci |§ — znany jest jego rozktad
doktadny, wobec czego nie ma potrzeby postugiwac si¢ rozktadem asymptotycznym.

Widzimy tu, ze przechodzac od modeli mniej ogdlnych do modeli o wigkszym zakresie stosowalnosci
(od KMNRL do MNRN), przechodzimy jednoczes$nie do coraz stabszych wtasnosci: od wtasnosci doktadnych
KMNRL do asymptotycznych MNRN; przejscie od modeli liniowych do nieliniowych odbylo si¢ za ceng
rezygnacji z teorii doktadnej na rzecz asymptotyczne;.

Wida¢ to dobrze na przyktadzie macierzy kowariancji estymatora MNK. W MNRN mozemy szacowac
tylko przyblizona, asymptotyczna macierz kowariancji, dlatego uzyskane z jej oszacowania oceny biedow
srednich szacunku beda miaty tylko przyblizony charakter, inaczej niz KMNRL.

1.4.3.2 Realizacja: Algorytm Gaussa-Newtona

Wyzej opisane zostaly geneza i wlasno$ci estymatora nieliniowej MNK, zostalo podane kryterium jego
otrzymania, pozostaje jeszcze znalezienie sposobu pozwalajacego zrealizowaé to kryterium. Znalezienie
minimum skomplikowanej funkcji jest trudne do zrealizowania wylacznie analitycznymi metodami. Zwykle
wykorzystywane bgda do tego celu techniki numeryczne. Wiaze si¢ to z komplikacjami dla badacza: opanowac
trzeba rozwiazywanie problemow numerycznych, ktdrych ztozono$¢ i czasochlonno$¢ rosnie w szybkim
tempie ze wzrostem liczby parametrow. Uwzglednienie posiadanej wiedzy (poprzez odpowiednie dobranie
punktow startowych lub wykorzystanie analitycznych postaci pochodnych czastkowych) pozwala na bardziej
efektywne wykorzystanie mocy obliczeniowej. Proponowanym tu sposobem jego realizacji kryterium
definiujacego B (i uzyskania postaci estymatora dajacej si¢ zastosowac) bedzie algorytm Gaussa-Newtona.
Jest to numeryczna procedura iteracyjna polegajaca na powtarzalnym stosowaniu MNK dla liniowej
aproksymacji wyjsciowego modelu.

Jest to bardzo prosty przypadek problemu charakterystycznego dla wspdiczesnych zastosowan
ekonometrii. Skomplikowane procedury numeryczne (np. wielowymiarowe catkowanie numeryczne,
symulacje Monte Carlo, problemy maksymalizacji funkcji-kryterium na wielowymiarowej przestrzeni
parametréw) stanowia obecnie niezb¢dne ogniwo w lancuchu prowadzacym do uzyskania oszacowan czy
prognoz. Przedstawiony tu algorytm jest procedura iteracyjna — oznacza to, ze wymaga zadania wartosci
poczatkowych 1 wykonuje si¢ potencjalnie nieskonczona ilo$¢ razy — musi zosta¢ zatrzymany z zewnatrz.
Odpowiadaja temu zagadnienia ustalenia punktow startowych i1 kryterium zatrzymania. Kazdy kolejny krok
algorytmu sprowadza si¢ do skorygowania ocen parametrow uzyskanych w poprzednim kroku. Na podstawie
ocen kroku poprzedniego (j-1) w kroku biezacym (j) ustalana jest poprawka, ktora po uwzglednieniu (dodaniu)
daje warto$¢ ocen parametréw kroku j. Jesli kolejne wartosci poprawek zmierzaja do zera - wobec czego
oceny parametrow stabilizuja si¢ (przy zalozonym poziomie dokladnosci) - osiagnigta zostata zbiezno$¢

algorytmu.
Jak juz powiedziano, algorytm GN jest polega na iteracyjnym stosowaniu MNK dla liniowej

aproksymacji wyjsciowego modelu. Aby to pokaza¢, rozwazmy rozwinigeie g w szereg Taylora (ucigty po
pierwszych pochodnych) wokot pewnego ustalonego punktu [30'1) (gorny indeks oznacza numer kroku):

y=g(X;p) =g(Xp") +%A( B)(B-B)+... =g(XBT) +A(B)(B-BT)

wobec tego:
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y-2(X ") = A(B")(B-B"")

W powyzszym réwnaniu po lewej stronie wida¢ réznicg obserwacji na zmiennej objasnianej 1 wartosci
teoretycznych odpowiadajacych ocenom w kroku j-1; po prawej macierz warto$ci pochodnych czastkowych
wektora funkcji g w punkcie odpowiadajacym ocenom kroku j-1 pomnozona przez roéznicg migdzy
prawdziwymi warto$ciami parametréw a ich ocenami. Ten ostatni czynnik jest poprawka o ktora nalezy
skorygowac¢ oceny kroku j-1 aby otrzymac¢ doktadne wartosci parametrow. Warto$¢ oszacowania tej wiasnie
poprawki jest rezultatem kazdego kroku algorytmu. Powyzsza rownos$¢ jest oczywiscie tylko przyblizona,
mozna jednak na jej podstawie oszacowa¢ warto$¢ poprawki. W tym celu przyjmijmy:

27 =y-g(Xp) o =(B-p)

gdzie o jest wartoscia poprawki ktora ma by¢ szacowana w kroku j. Zapiszmy poprzednie rGwnanie:
7z 0D =~ A( B(}-l)) al™ +¢

1 do tak zmodyfikowanego rownania zastosujmy estymator liniowej MNK:

A6 — G-D G-Dy1~! G-Dyr , G-D

o’ " =[A(PT) AP A(BT)'z

w ten sposob uzyskujemy w kazdym kroku oszacowanie poprawki; wartosci ocen parametrow kroku
nastepnego BG) definiujemy jako:

B = O 4+ g0

Powyzszy opis okresla algorytm Gaussa Newtona nastgpujaco:

BY =B +[A(B"") A(B"") T A(B"") (v - g(X; B7))

Wymaga on zadania punktow startowych B(O) oraz zatrzymania z zewnatrz — musimy zalozy¢, jak
bliska zeru warto$§¢ poprawki uznamy za pozwalajaca przyjaé, ze zbiezno$¢ algorytmu zostata osiagnigta
(poprawka jest rowna zeru z zadana doktadnos$cia).

Algorytm GN ma zapewni¢ znalezienie minimum opisanej powyzej funkcji-kryterium, oznaczmy ja:

S(B) =y —2(X;B)] [y - 2(X;B)]
Aby pokazaé zwiazek biegu algorytmu z minimalizacja S(8), rozwazmy warunek konieczny istnienia
minimum tej funkcji (zakladamy, ze jest C* wzgledem B (a moze to juz wynika z zatozen o g)):

95B) = o . A(pyy-g(X:B)= 0

0 B (kx1) (kx1)

Wyprowadzenie tego warunku nastgpuje nietrudnym bezposrednim rachunkiem. Wobec tego:

p =arg min S(B) = A(P)(y-g(X:P)) = 0

(kx1)

Zauwazmy, Ze jego prawa strona okre$la sytuacje, gdy poprawka BY jest doktadnie réwna zeru, co
zapewnione jest przez zbiezno$¢ algorytmu z dowolna zalozona doktadno$cia. Widaé, Ze osiagnigcie
zbieznosci algorytmu jest rownoznaczne ze spelnieniem koniecznego warunku znalezienia ekstremum S([3).
Spetnienie pozostalych warunkow i odrzucenie przypadku maksimum nie bgdzie formalnie rozwazane.
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Powyzej pokazano, ze KMNRL spetnia zatozenia MNRN (A(B) = X oraz g = XP). zwazmy teraz, jaka
posta¢ estymatora p wynika z przyjecia w MNRN warunkéw KMNRL i zastosowania algorytmu GN;
przyjmijmy dowolne punkty startowe [3(0):

B =B +[AB”) ACB™)I " A(B")(y - 2(X;B”)) =B +[X'X]" X"(y - XB"") =
=B+ [X'X]" X'y - [X' X X' XB” =B +[X'X]" X'y - 1B =[X'X]" X'y =

W szczeg6lnym przypadku MNRN, kiedy spelnione sa zatozenia KMNRL, algorytm Gaussa-Newtona
w pierwszym kroku daje estymator liniowej] MNK, co ostatecznie pokazuje, ze KMNRL jest szczegdlnym
przypadkiem MNRN. Przy tym nie wprost pokazana zostala nastgpujaca wlasnos$¢ estymatora liniowej MNK:
jako szczegdlny przypadek estymatora ﬁ, minimalizuje od funkcje S(B), ktora jest suma kwadratow reszt
MNK:

B=[X'X]"X"y =arg min S(B) = arg min (y - XB)'(y - X)]

co opisuje ,,operacyjne” wiasnosci analitycznego wzoru 1 dopetnia opis KMNRL.

1.4.4 Wnioskowanie statystyczne w MNRN

Faktem zasadniczym dla wlasnosci wnioskowania statystycznego w MNRN jest asymptotyczny
charakter teorii lezacej u podstaw tego modelu. W przeciwienstwie do KMNRL, wiasnosci matoprobkowe w
MNRN nie sa okreslone. Wnioskowanie odwotujace si¢ do witasnosci asymptotycznych ma charakter
wylacznie przyblizony — obarczone jest bledem wynikajacym z rozbieznos$ci migdzy matoprobkowymi danymi
a teorig duzej proby; teoria nie gwarantuje, ze blad ten bedzie niewielki, méwi tylko, ze ze wzrostem liczby
obserwacji do nieskonczonosci prawdopodobienstwo popetnienia dowolnego ustalonego bledu bedzie male¢
do zera.

W konkretnych przypadkach wtasnosci matoprobkowe estymatora nieliniowej MNK mozna badaé
symulacyjnie. Badania symulacyjne moga sugerowac przyjecie pewnych poprawek ,,na mala probg”, jednak
nalezy podkresli¢, ze tego typu postgpowanie, aczkolwiek stosowane, ma charakter poprawek ad hoc, nie
wynikajacych z teorii.

Przyblizony charakter wnioskowania znajduje swoje odbicie w fakcie, ze szacowaniu podlega¢ moze
tylko asymptotyczna macierz kowariancji estymatora . Nawet gdyby byla ona znana (nie trzeba byloby
stosowa¢ estymatora), nie dawataby doktadnej informacji o rozproszeniu ﬁ, a tylko przyblizona, gdyz
odpowiada sytuacji T — oo. Pierwiastki z elementéw przekatniowych oszacowania tej macierzy to przyblizone
btedy srednie szacunku.

Podobnie estymacja przedzialowa i testowanie hipotez maja wyltacznie charakter przyblizony. Do
budowy przedziatow ufnosci dla jednego parametru regresji lub testowania hipotez o pojedynczym parametrze
mozemy wykorzysta¢ procedury z KMNRL. Asymptotyczny charakter teorii powoduje, ze rozktad t-Studenta
przechodzi w rozktad normalny (rozpatrujemy T-k stopni swobody gdzie T — o), wobec czego odpowiednie
wartosci  krytyczne pobiera¢ nalezatoby z danych dotyczacych rozktadu normalnego. Jednak takie
postgpowanie, cho¢ majace oparcie w teorii (asymptotycznej), nie odnosi si¢ do problemu matej proby. Z
drugiej strony mozna przyjmowac ad hoc ateoretyczna poprawke, ktorej zasadnos$¢ znajduje potwierdzenie w
symulacjach. Taka poprawka jest stosowanie rozkladu t-Studenta i przyjgecie za T rzeczywistej liczby
obserwacji, co odpowiada dokladnie procedurze KMNRL. Symulacje sugeruja zasadnos$¢ takiego
postgpowania (Ratkovsky), jednak nie ma ono pelnego uzasadnienia w teorii. Przedziaty ufno$ci otrzymane
druga metoda beda odpowiednio dtuzsze, odpowiednio do tego rézni¢ si¢ beda wyniki testow. W
szczegbdlnosci oba podejscia prowadzi¢ moga do réznych konkluzji, co uzasadnia okreslenie ,,przyblizony
charakter wnioskowania”. Przyblizony charakter przedziatéw ufno$ci mozna tez zinterpretowaé nastgpujaco:
uzyskany przedzial jest realizacja ,,mniej wigcej 0-procentowego przedziatem ufnosci”.
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Podsumowujac, model MNRN stanowi uogdlnienie deterministycznej czesci KMNRL, dopuszczenie
nieliniowosci podnosi uzytecznos¢ modelu, jednak cena za te nowe mozliwosci jest przejscie od wihasnosci
doktadnych do asymptotycznych. Stosunek modeli KMNRL-MNRN stanowi prosta i podstawowa ilustracje
rozwoju modeli ekonometrycznych.

Geneza MNRN pokazuje, jak na catos¢ modelu sktadaja si¢ rozne ,,warstwy”:

1. Lezacy u podstawy jednorownaniowy model w kontek$cie Metody Najwigkszej Wiarygodnosci,
podstawowej metody szacowania modeli parametrycznych, pozwalajacej uzyskaé estymatory
zgodne 1 asymptotycznie normalne.

2. Zalozenia deterministyczne i stochastyczne MNRN (1° - 6° + 7°) w ramach ktérych estymator
Metody Najwigkszej Wiarygodnosci istnieje, posiada okreslone wtasnosci (dana wzorem
asymptotyczna macierz kowariancji) oraz daje si¢ przedstawi¢ jako argument minimalizujacy
pewna funkcje-kryterium.

3. Algorytm Gaussa-Markowa pozwalajacy zrealizowac teoretyczne kryterium i zastosowac estymator
nieliniowej MNK.

Dalsza generalizacja bedzie przebiega¢ w dwoch kierunkach: glebiej rozwazony zostanie
zasygnalizowany juz problem losowosci zmiennych objasniajacych, oraz uogoélniona zostanie struktura
stochastyczna MNRN (i KMNRL).

1.5 Regresja z losowymi zmiennymi objasniajgcymi

Przy przedstawianiu KMRL zasygnalizowany zostal problem uznania losowosci zmiennych
objasniajacych. Przyjete wtedy zatozenie o nielosowos$ci tych zmiennych pochodzi — jak 1 caty model — z
do$wiadczalnictwa przyrodniczego, 1 odpowiada opisywaniu eksperymentu kontrolowanego. W wypadku
procesOw ekonomicznych zatozenie kontrolowanego eksperymentu jest nierealistyczne. Warto$ci zmiennych
objasniajacych powstaja zazwyczaj w gospodarce (cho¢ poza modelowanym jej wycinkiem), totez przyjecie,
ze przybieraja podlegajace kontroli stale wartosci nie wydaje si¢ realistyczne. Dopuszczenie losowos$ci
zmiennych objasniajacych zmierza do uzgodnienia struktury modelu z rozumieniem modelowanego procesu.
Kolejnym krokiem w tym kierunku mogloby by¢ uznanie specjalnego, historycznego charakteru danych
ekonomicznych — przyjecie, ze dysponujemy pojedyncza realizacja danych 1 rozpatrywanie mozliwosci
wielokrotnej realizacji jest bezpodstawne — odpowiada to przejsciu od klasycznego, czgsto§ciowego
rozumienia prawdopodobienstwa do interpretacji bayesowskiej.

Zatozenie o nielosowosci zmiennych objasniajacych, cho¢ nierealistyczne, jest uzywane, poniewaz
przy jego przyjeciu mozna przedstawi¢ podstawowe modele 1 procedury postgpowania. Przy uchylaniu tego
zalozenia ich wlasnos$ci moga pozosta¢ podobne, zmieni¢ si¢ nieznacznie lub zmieni¢ si¢ catkowicie. Przejaw
tego wystapit juz przy przedstawianiu zatozen MNRN, gdzie dopuszczona byta losowos$¢ macierzy X pod
warunkiem jej stochastycznej niezaleznosci od wektora €. Wskazuje to, ze konsekwencje losowosci macierzy
X beda zalezne od dodatkowych zatozen opisujacych t¢ losowos¢. Dotychczas przedstawiane byty wlasnosci
estymatora MNK 1 zwigzanych z nim procedur wnioskowania w roznych uktadach zatozen. Obecnie
rozwazony zostanie wptyw wywierany te wtasnosci przez dopuszczenie losowosci macierzy X. W tym celu
wyrdznione zostana trzy przypadki:

[. Zmienne objasniajace sa losowe, ale niezalezne stochastycznie od sktadnikow
losowych.
II. Zmienne objasniajace sa losowe, zalezne od uprzednich sktadnikéw losowych, ale

niezalezne stochastycznie od biezacych 1 przysztych sktadnikow losowych. (dotyczy
danych ze sztywnym porzadkiem obserwacji.)
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[II. Zmienne objasniajace sa losowe 1 zalezne od biezacego sktadnika losowego.

Wiasnosci estymatora MNK 1 procedur wnioskowania statystycznego sa inne w kazdym z tych
przypadkow. By je okresli¢, nalezy przypisa¢ rozwazany model do jednej z powyzszych klas; dla zilustrowania
kryteriéw przypisania ponizej zarysowanie zostana proste przyktady modeli odpowiadajacych wymienionym
przypadkom.

1.5.1 Zmienne objasniajace losowe i niezalezne od sktadnikow losowych

Ad. I. Przykladem sytuacji, gdy zmienne objasniajace sa losowe, jednak niezalezne od sktadnikow
losowych g, jest model estymacji funkcji produkcji na podstawie danych z firm maksymalizujacych zysk,
przedstawiony przez Arnolda Zellnera, Jana Kmentg 1 Jacques’a Dr¢ze’a.

1.5.1.1 Przyktad: model Zellner Kmenta Dreze.

Rozpatrywana jest w nim funkcja produkcji Cobba 1 Douglasa, ktéra po zlogarytmowaniu ma postaé
liniowa wzgledem parametrow. Obserwacje odpowiadaty poszczegdlnym firmom, natomiast sktadnik losowy
€ zlogarytmowanej funkcji produkcji odzwierciedla¢ miat oddzialywanie ,,sit natury” — systematyczny btad
popelniany przez wszystkie firmy na skutek oddziatywan bedacych poza ich kontrola. Zmienne objasniajace w
tym modelu — wielko$ci nakladéw czynnikdéw produkeji tj. pracy i kapitatu, nie byly jednak ,,z gory zadane”,
lecz ustalane przez firmy. Dla okreslenia losowos$ci tych zmiennych (co jest tutaj zasadniczym przedmiotem
zainteresowania) kluczowe jest opisanie wtasno$ci procesu ktdry generuje ich warto$ci — czyli opisany musi
zosta¢ sposob ustalania przez firmy wielkosci nakladéw czynnikow produkcji. Zatozono, ze firmy posiadaja
doskonala znajomos¢ cen (odpowiednio produktu: p, oraz naktadow: w ir), oraz, ze firmy podejmujac decyzjg
o zaangazowaniu czynnikow produkcji kieruja si¢ maksymalizacja zysku. Jednak zysk zalezy od wielkoS$ci
produkcji, na ktora wplyw ma oddzialywanie ,,sit natury” — systematyczny btad €, wobec czego jako wielko$¢
losowa zysk nie moze podlega¢ maksymalizacji. Firmy maksymalizuja wigc ,,spodziewany zysk” — warto$¢
oczekiwana zysku. Poniewaz warto$¢ oczekiwana zysku zalezy juz od znanej wartosci oczekiwanej € (rownej
0), oraz od znanych wielkosci (parametrow technologii oraz cen), moze podlega¢ maksymalizacji, wobec
czego wielkosci nakladéw to wartosci rozwiazujace zagadnienie optymalizacyjne. Gdyby firmy doskonale
maksymalizowaty ,,spodziewany zysk”, wielko$¢ zalezna od znanych parametrow, ustalone przez nie
wielkosci naktadow pracy i kapitatu bytyby nielosowe — bylyby znanymi funkcjami znanych zmiennych.
Autorzy modelu przyje¢li jednak, ze firmy dokonuja ,,niedoskonatej optymalizacji” — na ich decyzje maja
wplyw indywidualne ,,btgdy w zarzadzaniu” — odchylenia charakterystyczne dla kazdej firmy, ktore powoduja,
ze angazowane naktady czynnikow produkcji sa ustalane na poziomie odbiegajacym od poziomu idealnego —
r6znia si¢ od niego o btad u. Wobec tego zmienne objasniajace, jako funkcje u, sg zmiennymi losowymi. Dla
klasyfikacji modelu istotny jest rodzaj zalezno$ci pomigdzy € a u. Pierwszy z nich opisuje blad systematyczny,
wynikajacy ze wspdlnego dla wszystkich firm oddzialywania ,,sit natury”. Drugi natomiast odpowiada
,blgdom indywidualnym”, wynikajacym z odmiennych charakterystyk poszczegodlnych przedsigbiorstw.
Wobec tego, ze zatozone zrodia losowosci € 1 u sa odmienne, autorzy przyjeli niezalezno$¢ stochastyczna
zmiennych objasniajacych (bgdacych funkcjami u) i sktadnikéw losowych regresji (€) opisujacej funkcje
produkcji. W ten sposob zgodnie z intuicja przedstawiono zmienne objasniajace jako wielkosci losowe, jednak
na mocy teorii niedoskonatej optymalizacji ustalono, ze zrodta ich losowos$ci sa odmienne od Zrédet losowosci
€, co pozwala przyjac ich stochastyczna niezalezno$¢ i odpowiada przypadkowi 1.

Przyjecie liniowej postaci zalezno$ci deterministycznej i stochastycznej niezalezno$ci sktadnikow
losowych 1 zmiennych objasniajacych prowadzi do uktadu zatozen regresji liniowej z losowymi zmiennymi
objasniajacymi. Model ten jest istotnie rozny od KMRL, wlasnosci estymatora p tam okreslone nie zachowuja
waznosci ze wzgledu na nowa jego postac: ﬁ nie jest juz znana funkcja, poniewaz macierz X jest losowa.
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1.5.1.2 Model Regres;ji Liniowej z Losowymi Zmiennymi Objasniajgcymi

y =X p+z¢

I’ (Tx1)  (TXK) (expy  (TXD)

2A° Xm €

3° P{rz[AB)]=k } =1

4° E@= 0

5° V() =0l 0>>0

1.5.1.3 Witasnosci estymatora MNK

Wiasnosci estymatora MNK, |§ w powyzszym ukladzie zalozehi wymagaja okreSlenia na nowo (w
poréwnaniu z KMRL), z uwzglednieniem losowosci X. Dla zbadania nieobciazonosci p musimy okresli¢ jego
warto$¢ oczekiwana; przydatne tu bedzie nastepujace twierdzenie:

Tw. Warto$¢ oczekiwana iloczynu niezaleznych zmiennych losowych jest réwna iloczynowi ich
wartosci oczekiwanych (jesli istniejq).

A I

P=(X'X)"X'y= (X'X)'X'Xp+(X'X) ' X'e=p+ (X'X)"X'e
E(B) = E[p +(X'X)"X'e] =B+ E[(X'X)"X'g],

co na mocy powyzszego twierdzenia i zalozenia 2A° daje:

E(B) = B+ E [(X'X)™ X'] CE[¢] = + 0;

co konczy dowod nieobciazonosci |§ (ponownie nie korzysta on z 5°) — estymator MNK jest
nieobciazony mimo losowo$ci zmiennych objasniajacych ( przy 2A°).

Ponadto:

s® :ﬁ(y—xl})'(y—xﬁ), i E(s) =0
Nieobciagzonym estymatorem macierzy kowariancji estymatora MNK jest:
Vi =sxxy',  EV@)=ve) =oExx)”

Wobec tego praktyczny aspekt procedur stosowanych w KMRL pozostaje niezmieniony, btedy srednie
szacunku |§ zachowuja wazno$¢, oblicza si¢ je korzystajac z tych samych wzoréw; roznice dotycza
teoretycznych wilasnosci ﬁ - nie jest on juz znana funkcja, przestaje by¢ liniowy co powoduje, ze nie
obowiazuje twierdzenie Gaussa i Markowa. Oznacza to, ze |§ traci optymalne wtasnosci — przestaje by¢
estymatorem liniowym, traci wigc wilasno$¢ efektywnosci. Opisane wilasnosci maja przy tym charakter
maloprobkowy — przy powyzszych zatozeniach.
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Dodanie do omawianego schematu zalozenia o wielowymiarowym rozktadzie normalnym dla €:

6° € ma T-wymiarowy rozktad normalny

daje mozliwos$ci testowania hipotez 1 estymacji przedziatowej analogicznie jak w KMNRL, jednak
model ten NIE JEST tozsamy z modelem KMNRL — jest jego generalizacja; przy zatozeniach 1° - 6°:

A

BB gy (r-t)
D(B))

Wobec czego procedury testowania i estymacji przedziatlowej analogiczne jak w KMNRL zachowuja
wazno$é. Przyjecie losowos$ci zmiennych objasniajacych w postaci 2A° - czyli przypadek 1. prowadzi do
sytuacji, gdzie wszystkie sposoby postgpowania zachowuja swoja posta¢, zmieniaja si¢ niektore ich
teoretyczne wlasnosci, co oczywiscie dotyczy przypadku opisanego modelu (Zellner, Kmenta, Dreze).

1.5.2 Zmienne objasniajace losowe i zalezne tylko od uprzednich sktadnikow losowych

Ad. II. Przypadek kolejny dotyczy sytuacji, gdy zmienne objasniajace sa losowe, zalezne od
uprzednich skltadnikéw losowych, ale niezalezne stochastycznie od biezacych 1 przysztych sktadnikow
losowych. Moze on zachodzi¢ tylko wtedy, gdy sensowne jest okreslenie ,,uprzedni” czy ,,przyszty”, tj. w
wypadku danych o sztywnym porzadku obserwacji, co w praktyce dotyczy szeregdw czasowych.
Podstawowym narze¢dziem statystycznym pozwalajacym modelowa¢ ekonomiczne szeregi czasowe jest teoria
procesOw stochastycznych. Przyktadowo pozwala ona skonstruowa¢ model, w ktorym biezaca wartos¢
zmiennej jest objasniana przez jej przeszie wartoSci — wobec czego uprzednie realizacje zmiennej sa
wartosciami zmiennych objasniajacych dla czesci deterministycznej jej biezacej wartosci.

1.5.2.1 Przyktad: proces AR(m) dla zmiennej objasnianej z niezaleznym sktadnikiem
losowym

Ilustruje to proces autoregresyjny rzedu m dla zmiennej objasniajacej z nalozonym niezaleznym
zakldceniem losowym:

Y =B Y By e tBLY o tBy tE,, gdzie & g dlat#s;

Biezaca warto$¢ y jest wobec tego funkcja catej przesztosci, na ktora natozone jest swoiste, niezalezne
zaktocenie losowe (niezalezne od przesztosci zakldcenie, swoiste dla danego okresu nazywane jest w
ekonometrii ,,innowacja”). Takie okre$lenie procesu generujacego wartosci y; zapewnia spetnienie zatozen
punktu II, poniewaz y; jest na mocy konstrukcji funkcja wszystkich poprzednich wartosci y, a wobec tego 1
wszystkich poprzednich warto$ci € (wida¢ to po dokonaniu kolejnych podstawiefn za yi; itd.), jednak jest
niezalezny od biezacego zaktocenia losowego & 1 od zaktocen przysztych.

W takim przypadku do oszacowania (m+1) parametrow [3 mozna zastosowa¢ MNK dostosowujac jego
posta¢ do rozpatrywanego zagadnienia w nastgpujacy sposob:

Szereg czasowy N wartosci zmiennej y numerujemy liczbami catkowitymi od (1-m) przez 0 do (N-m),
po czym T = N — m ostatnich wartosci tworzy wektor y. Wydzielenie m pierwszych wartosci (tzw. warunkow
poczatkowych) uszczupla pul¢ obserwacji, jest jednak konieczne dla dostarczenia warto$ci zmiennych
objasniajacych dla obserwacji o numerze 1. Warunki poczatkowe, czyli (Yi.m ... Yo) sa odmiennie traktowane
od innych obserwacji — wyniki estymacji sa warunkowane wzgledem ich wartosci. Odpowiednio do postaci
zalezno$ci definiujacej y; tworzona jest tez macierz X:
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M Yo Vg e Vil

_ | Y Yo e Vopd
(T)il) . ’ (Tx(m+1)) 1
Yr Yo Yroo e Yrem |

(kursywa zaznaczono elementy wektora wartosci poczatkowych)

Estymator MNK ma tu postaé : f = (X' X)'IX'y . Jego wlasno$ci w tym przyktadzie i ogolnie w
przypadku II sa nastgpujace:

1.5.2.2 Wiasnosci estymatora MNK
Estymator MNK jest zgodny, przy czym:
A A _1
-2 '
Vv, (B)=s(X'X) A
jest zgodnym estymatorem asymptotycznej macierzy kowariancji . Oznacza to, ze stosujac estymator
MNK w przypadku, gdy zmienne objasniajace sa losowe i1 zalezne od przesztych skladnikéw losowych a
niezalezne od biezacego 1 przysztych skladnikéw losowych, nie popetlnia si¢ biedu systematycznego.

Wiasnosci estymatora liniowej] MNK sa asymptotyczne, w malej probie mozna traktowac je jako przyblizone.
Dodanie zalozenia:

6° € ma T-wymiarowy rozktad normalny

pozwala stosowaé procedury estymacji przedzialowej oraz testowanie hipotez — wnioskowanie ma
charakter analogiczny jak w MNRN, mimo liniowe] postaci modelu.

1.5.3 Zmienne objasniajace losowe i zalezne od biezacych sktadnikéw losowych

Ad. III. Przypadek III dotyczy sytuacji, gdy zmienne objasniajace sa zalezne od biezacego sktadnika
losowego.

1.5.3.1 Witasnosci estymatora MNK

W tym wypadku estymator MNK nie jest zgodny. Jego stosowanie nawet jesli liczba obserwacji
zmierza do nieskonczonosci obarczone jest nieznanym, systematycznym btedem. Wilasno$ci w matej probie sa
nieokreslone — mozna je wyltacznie bada¢ symulacyjnie w konkretnych przypadkach.

Wyklucza to stosowanie estymatora MNK w modelach odpowiadajacych omawianej sytuacji.
Konieczne jest odwotanie si¢ do innych metod estymacji.

Ponizej przedstawione zostana dwa przyktady sytuacji zalezno$ci zmiennych objasniajacych od
biezacych skladnikéw losowych: model autoregresyjny z zaleznymi skladnikami losowymi, oraz model
wieloréwnaniowy o réwnaniach tacznie wspoizaleznych.

1.5.3.2 Przyktad: Model autoregresyjny z zaleznymi sktadnikami losowymi.

Model ten jest rozszerzeniem przedstawionego w powyzszym punkcie modelu autoregresyjnego dla
zmiennej objasnianej; odmiennie niz poprzednio zaktada sig, ze sktadniki losowe € nie sa innowacjami — czyli
nie odpowiadaja swoistym, niezaleznym zakldéceniom danego okresu, lecz zaleza od swojej przesztosci — maja
»pamie¢”’. Modele tego typu sa szczegdlnie istotne w modelowaniu szeregdw czasowych — pamigc sktadnika
losowego moze odzwierciedla¢ specyficzna dynamike procesoOw zwtaszcza makroekonomicznych.

Sktadnik losowy opisany procesem AR(1) ma nastgpujaca postac:

AR(1): &=0g +&, gdzie & m & dlat#s oraz ¢ O(-1,1);
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Jest to zmodyfikowana wersja procesu AR(1) dla € z parametrem ¢. Parametr — wyraz wolny nie
wystepuje (jest rowny zero) ze wzgledu na wymaganie zerowej wartosci oczekiwanej sktadnika losowego;
ograniczenie wartosci ¢ jest podyktowane konieczno$cia zapewnienia stacjonarnos$ci procesu. Proces
niestacjonarny ma zupelnie inne wiasno$ci, co nie jest tu rozpatrywane. Tak okreslony sktadnik losowy
,pamigta” frakcje ¢ poprzedniego zakldcenia, na co nalozona jest innowacja & Poniewaz wczesniejsze
zaktocenia podobnie zaleza od swoich poprzednikow, € zalezy od catej swojej przesztosci tj. od wszystkich
poprzednich realizacji § oraz od warunkéw poczatkowych €. Analogiczniec mozna rozwazac¢ rzad procesu
wigkszy niz 1.

Podobne zjawisko wystepuje w wypadku sktadnika losowego opisanego procesem srednich ruchomych
MA(m), tutaj MA(1):

MA(1): &=N&-1 + &, gdzie& M & dlat#s
Jesli przyjmiemy

Ve ZBiYia TRy F oo ¥ BV TBo TE,

a sktadnik losowy € jest opisany ktoéryms$ z powyzszych proceséw, to wida¢, ze zmienna objasniajaca
vi1 zalezy od €1, (poprzez rownanie objasniajace powstawanie y.1), a poprzez €., takze od & | — innowacji
okresu t-1. Jednak & zalezy rowniez od & ; na mocy konstrukcji. Zmienna objasniajaca i biezacy sktadnik
losowy sa zalezne od &; |, wobec czego mamy do czynienia z przypadkiem III, estymator MNK jest niezgodny
1 problem ten wymaga stosowania innych technik estymacji. W zwiazku z tym przy rozwazaniu stosowania
MNK dla badania zjawisk dynamicznych opisanych procesami autoregresyjnymi powstaje koniecznos$¢
testowania sktadnika losowego pod katem ewentualnej jego autokorelacji. Tego rodzaju test zostanie
omowiony ponizej tacznie z metoda estymacji pozwalajaca uwzgledni¢ to zjawisko. Kolejny przyktad sytuacji
skutkujacej niezgodnoscia estymatora MNK dotyczy modeli wielorownaniowych.

1.5.3.3 Przyktad: Modele wielorownaniowe o rownaniach tgcznie wspotzaleznych

Problem zalezno$ci zmiennej objasniajacej 1 biezacego skladnika losowego moze tez wystapié w
niezmiernie prostych nawet modelach wielorownaniowych. Ma on miejsce w uktadach charakteryzujacych sig
wystgpowaniem sprz¢zen zwrotnych.

Rozwazany bedzie dla ilustracji prosty keynesowski z ducha model gospodarki — o bardzo
uproszczonej postaci. Opisuje on wspotksztattowanie si¢ dwoch wielkosci: konsumpcji C i dochodu Y przy
ustalonej z gory wielkosci inwestycji :

Ct=G+[3Yt+8t
Yt:Ct"FIt

Drugie réwnanie to zaleznos$¢ bilansowa — pozbawiona sktadnika losowego. Badanym zagadnieniem
jest estymacja parametru [3 opisujacego krancowa sktonnos¢ do konsumpcji. ,,Statystycznie naiwne” podejscie
mogloby sugerowa¢ oszacowanie parametrow pierwszego rownania za pomoca MNK, jednak:

Ct=G+[3(Ct+It)+8t, wiéc:
C(1-P)=a+plL+e

Co=a/(1-B)+[BA-P)Li+&
Ye =a/(1-B)+[1+B(1-B)] 1+ 1/(1-P) &
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jest to podejscie abstrahujace catkowicie od ekonomicznego sensu tego modelu: opisuje on bowiem
taczne ksztaltowanie konsumpcji 1 dochodu; powstanie wielkosci warunkujacych rownowage badanego
systemu. Ostatnie dwa rownania pokazuja, ze obie badane zmienne sg silnie, funkcyjnie zalezne od biezacego
sktadnika losowego, co powoduje niezgodnos¢ estymatora MNK.

Problematyka modeli wielorownaniowych jest tu wylacznie sygnalizowana w kontek$cie wtasnosci
estymatora MNK w przypadku losowych zmiennych objasniajacych; doktadniej jest ona przedstawiona w
rozdziale 6 ,,Wprowadzenia do Ekonometrii w przyktadach 1 zadaniach™ autorstwa Profesora.



