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O ksigzce...

Sharon B. McGrayne (2011), The theory that would not die: How Bayes' Rule Cracked the Enigma Code,

Hunted Down Russian Submarines, and Emerged Triumphant from Two Centuries of Controversy, Yale

University Press, New Haven & London

auhelbow yasyiaq uoieys

YouTube .
&3 Talks at Google - 55:26 < ? = X

Talks
at

Google

|

The Theory That Would Not Die | Sharon Bertsch McGrayne | Talks at Google




O ksigzce...
Liczba wynikdow w przegladarce internetowej dla stowa ,,Bayesian”:

e 2001: 100 000
e 2011: 14 000 000
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Prawdopodobienstwo - revisited

» Pytanie 2: Mam w rece monete 5 zt. Jakie sq szanse, ze jesli nig rzuce, to wypadnie orzet?

— Nieco bardziej poprawnie:

Ile wynosi odsetek wyrzuconych ortéw w nieskoriczonej liczbie rzutow (= parametr ¢ € [0,1])?

= Mamy wyniki T = 10 rzutéw: y,, y,, ..., Y1, gdzie y; = 0 (reszka) bagdzy, = 1 (orzet) (t = 1, 2, ...

Y(rx1) =

F:—*OP—XP—XP—XOP—*P—*P—*CDI

,T):
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Prawdopodobienstwo - revisited

» Pytanie 2: Mam w rece monete 5 zt. Jakie sq szanse, ze jesli nig rzuce, to wypadnie orzet?

— Nieco bardziej poprawnie:

Ile wynosi odsetek wyrzuconych ortéw w nieskoriczonej liczbie rzutéw (= parametr ¢ € [0,1])?

= Mamy wyniki T = 10 rzutéw: y4, v, ..., Y, gdzie y; = 0 (reszka) badzy, = 1 (orzef) (t = 1,2, ..., T):

Y(rx1) =

O R R RO R R REO

I
*.“

= Czy chciat(a)bys zrewidowac swojq ,wiedze” o parametrze ¢ ?
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Prawdopodobienstwo - revisited

» Pytanie 2: Mam w rece monete 5 zt. Jakie sq szanse, ze jesli niq rzuce, to wypadnie orzet?

— Nieco bardziej poprawnie:

Ile wynosi odsetek wyrzuconych ortéw w nieskoriczonej liczbie rzutow (= parametr ¢ € [0,1])?

= Mamy wyniki T = 10 rzutéw: y4, v, ..., Y, gdzie y; = 0 (reszka) badzy, = 1 (orzef) (t = 1,2, ..., T):

Y(rx1) =

O R R RO R R REO

I
*.“

= Czy chciat(a)bys zrewidowac swojq ,wiedze” o parametrze ¢ ?

=» Whioskowanie statystyczne o ¢ (a u jego podstaw — pojecie prawdopodobienstwa)
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Prawdopodobienstwo — revisited

> Dwie (wiodace) interpretacje / sposoby pojmowania prawdopodobienstwa:

1) ,Klasyczna” — prawdopodobienstwo ,obiektywne”, czestosciowe (definicia wg Andrieja

Kotmogorowa), rozumiane jako idealizacja czestosci wzglednej;
- Prawdopodobienstwo , klasyczne” — zwane takze , fizycznym”

- ALE prawdopodobienstwo w istocie NIE jest jaka$ cecha fizyczng, immanentnie zwigzang
z i okreslajaca jakis obiekt (np. monete, urne czy kurs walutowy), zdarzenie losowe czy zdanie

logiczne (hipoteze)

13



Prawdopodobienstwo - revisited

> Dwie (wiodace) interpretacje / sposoby pojmowania prawdopodobienstwa:

2) Bayesowska — prawdopodobienstwo jest miarg subiektywnego stopnia przekonania/pewnosci co
do zajscia jakiegos zdarzenia (losowego, tj. obarczonego niepewnoscia) czy tez co do prawdziwosci

pewnej hipotezy (tj. zdania logicznego)
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Prawdopodobienstwo - revisited

—> Bayesowska = subiektywna interpretacje prawdopodobienstwa:

- Prawdopodobienistwo jest jak... serce — kazdy ma swoje ;)

Frequentists now shouts: Abomination! Heresy! Blasphemy!
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Prawdopodobienstwo - revisited

- Bayesowska = subiektywna interpretacje prawdopodobienstwa:

- Prawdopodobienistwo jest jak... serce — kazdy ma swoje ;)
Frequentists now shouts: Abomination! Heresy! Blasphemy!
- ALE nie oznacza to jakiego$ dogmatyzmu

(,Moje prawdopodobienstwo jest ,najmojsze”, i za Chiny Ludowe go nie zmienie!”)

Wrecz przeciwnie!
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Prawdopodobienstwo — revisited

- Prawdopodobienstwo ma dwa ,zrodta”:

1. wychodzimy od prawdopodobienstwa a priori (czyli przed wglagdem w dane, w empirie,
przed doswiadczeniem, eksperymentem), a nastepnie...

2. ...uwzgledniamy informacje zawartg w danych (ang. data, statistical evidence)

- koncowym efektem jest prawdopodobienstwo a posteriori (czyli po wgladzie w dane):

Prawdopodobienstwo a priori + Dane (,,evidence”) = Prawdopodobieristwo a posteriori

Bayesian learning = aktualizacja wiedzy — ,mojej” wiedzy, rozumianej tu jako ,moje”
wyobrazenie o  ksztattowaniu sie  niepewnosci odnosnie  danego  zdarzenia
losowego/hipotezy/parametru statystycznego

17



Prawdopodobienstwo — revisited

- Paradygmat bayesowski oferuje w petni formalny (obiektywny!), zgodny z podstawowymi zasadami
rachunku prawdopodobienistwa (wychodzac od definicji wg. Pierre Simone de Laplace), wewnetrznie
spojny (koherentny) — cho¢ tez nie pozbawiony pewnych paradoksdow — sposdb modyfikacji mojej
wiedzy a priori w a posteriori (tj. po doswiadczeniu, po wglagdzie w dane/obserwacje), czyli sposob
wyznaczania mojej koncowej wiedzy (a raczej niepewnosci!), poprzez potaczenie wiedzy a priori

z informacja ptynaca z obserwac;ji

= Zgodne z naszg neurofizjologig procesu uczenia sie

- Prawdopodobienstwo — subiektywne, ale sposdb przejscia od a priori do a posteriori — obiektywny!
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Prawdopodobienstwo — revisited

- Powtérzmy:

a. Prawdopodobienstwo = matematyczny sposéb wyrazania ,mojego” (zatem subiektywnego)
stopnia przekonania (a tym samym stopnia niepewnosci)

- Zatem na gruncie statystyki bayesowskiej prawdopodobiennstwo ma interpretacje
subiektywistyczng

- Matematyczny dowdd istnienia i jednoznacznosci prawdopodobieristwa jako wtasnie
miary subiektywnego stopnia przekonania nie jest trywialny, ALE JEST :) (XX w.: Morris H.
DeGroot, Bruno de Finetti, Leonard Savage)

b. Prawdopodobienstwo podlega modyfikacji (w wyniku procesu ,uczenia sie”, aktualizacji
wiedzy; ang. Bayesian learning) — od wiedzy/informacji wstepnej (tzw. a priori, czyli przed
wgladem w dane/obserwacje) do wiedzy konicowej (tj. a posteriori, czyli po uwzglednieniu
informacji zawartej w danych; ang. evidence)
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Dwa (wiod3ace) podejscia do wnioskowania statystycznego

» Bazujg na, odpowiednio, ,klasycznej” i bayesowskiej interpretacji prawdopodobienstwa:
1) Statystyka , klasyczna”

2) Statystyka bayesowska (,,bayesizm”)

20



Statystyka , klasyczna”

1. Statystyka ,klasyczna” — inaczej: niebayesowska, czestosciowa (ang. frequentist statistics/inference,
frequentist approach to statistics):

Jerzy Sptawa Neyman (1894-1984) Ronald Fisher (1890-1962)
- Przedziaty ufnosci - Metoda Najwiekszej Wiarygodnosci (MNW)

21



Statystyka , klasyczna”

- Ad przyktad z rzutami moneta:

¢ € [0, 1] = parametr statystyczny — na gruncie klasycznym = nieznana stata wielkos¢ (nie zmienna losowa):

liczba ortow w T rzutach

¢ = lim

T—o0 T

Dane: y(T=1OX1) == (O, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, O, 1),

Model probkowy: Viz1,.1Ye~il Dwupunktowy(¢)

dla y, =
P ) = Pr(y; ¢) = ¢p¥t(1 — )7t = {1 ?(p, 31: v, i 0

gdzie p(x) oznacza, w 0golnosci, gestosc rozktadu zmiennej losowej x (jakakolwiek by ona nie byta)

- Model prébkowy = taczny rozktad obserwacji (zmiennych losowych) przy ustalonej (nieznanej) wartosci
parametru:

P #) =01, Yz, . Vi D) = P ) X D(2; @) X ... X p(yrs ) = p2Ve(1 — )T 2

22



Statystyka , klasyczna”

Estymacja parametru ¢p — Metoda Najwiekszej Wiarygodnosci:

Funkcia wiarygodnosci (ang. likelihood function): L, (¢) = p(y; ¢) = GLYe(1 — )T~ 2y

Estymator MNW:

¢ = ¢(y) = arg max L

$€(0,1)

> ¢ = funkcja obserwacji (yy, ...

> ¢ = funkcja obserwacji (y, ..

y(¢) =TU analitycznie =

liczba ortow w T rzutach ¥y,
T T

Funkcja wiarygodnosci

0,0025
0,002
0,0015
0,001

0,0005

Ocena parametru ¢

, V) njeszcze” jako zmiennych losowych => ¢ — zmienna losowa

versus

., Vr) »juz” jako realizacji zmiennych losowych => ¢ — realizacja zmiennej

~

losowej (czyli pojedyncza liczba) 2 w rozwazanym przyktadzie: ¢ =7/10=0,7

23



Statystyka , klasyczna”

> Rozktad estymatora:

¢(1 - </)))

¢ ~T~* approx.N (c],'), =

—> Tu — przyblizony, bo przeciez ¢ € [0, 1]
- Tu — asymptotyczny, tj. przy T — o

= W ogolnosci: MNW zazwyczaj tylko asymptotycznie ma rozktad normalny (i inne pozadane
wtasnosci), tj. przy T — o0 = nie posiada wiasnosci matoprébkowych

(Nieliczne wyjatki, w tym Klasyczny Model Normalnej Regresji Liniowej, gdzie MNW = MNK)

- Estymacja punktowa:

o cﬁ = % = (0,7 - ocena punktowa ¢ — pojedynczy punkt w przestrzeni parametréow (¢ € [0, 1])

o D(QE) = @ ~ 0,145 -> btad s$redni szacunku (przyblizony, bo asymptotyczny) — mierzy

niepewnosc¢ estymacji punktowej, ale tylko w otoczeniu maximum funkcji wiarygodnosci

- Co, gdy funkcja wiarygodnosci jest wielomodalna?

24



Statystyka , klasyczna”

> Rozktad estymatora:

¢ ~T~* approx.N (cpw)
— Whioskowanie statystyczne o ¢:
e Testowanie hipotez ¢, np.: Hy:p =" vs. Hi:p + ¢ = p-value jako funkcja oceny ¢
e 100(1 — a)%-wy przedziat ufnosci: (gﬁ — ZaD(qlA)); ¢+ ZaD(cﬁ))

¢ — zmienna losowa => Pr {qb c (cﬁ —z,D(¢); &+ zaD(cﬁ))} =~ 1-a; Z,, — Wartosé kryt.

—> Dla konkretnego wektora liczbowego y (konkretnych danych), przy 1 — a = 0,95, z, = 1,96:

(6 —2D(); & +2aD(d)) = (0,416; 0,984)

- Interpretacja: ...

25



Statystyka , klasyczna”

(qS —2,D(}); &+ zaD(cf))) = (0,416; 0,984)

- Interpretacja:

1) Z ufnoscia / pewnoscig 95%, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale (0,416; 0,984).
versus

2) Z prawdopodobienstwem 1 — a = 0,95, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale
(0,416; 0,984)

26



Statystyka , klasyczna”

(qS —2,D(}); &+ zaD(cf))) = (0,416; 0,984)

- Interpretacja:

1) Z ufnoscia / pewnoscig 95%, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale (0,416; 0,984).
versus

2) Z prawdopodobienstwem 1 — a = 0,95, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale
(0,416; 0,984)

versus

3) Przedziat (0,416; 0,984) to pojedyncza realizacja przedziatu losowego, w ktorYM (nie w ktorE))
parametr ¢ znajduje sie z prawdopodobienstwem 1 — a = 0,95.

27



Statystyka , klasyczna”
(6 - 2.D(8); & +2.D($)) = (0416; 0,984)

- Interpretacja:
1) Z ufnoscia / pewnoscig 95%, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale (0,416; 0,984).

versus

2) Z prawdopodobienstwem 1 — a = 0,95, prawdziwa wartos¢ parametru ¢ miesci sie w przedziale
(0,416; 0,984)
versus

3) Przedziat (0,416; 0,984) to pojedyncza realizacja przedziatu losowego, w ktorYM (nie ktorE))
parametr ¢ znajduje sie z prawdopodobienstwem 1 — a = 0,95.

Ad 1)
Albo ¢ € (0,416; 0,984), albo ¢ & (0,416; 0,984) = nie ma tu juz miejsca na ujecie probabilistyczne!

—> Zatozenie o replikowalnosci obserwacji: mozna uzyskac nieskonczenie wiele prébek y (o danej T):

dane z eksperymentu kontrolowanego versus dane gospodarcze

28



Statystyka bayesowska

2. Statystyka bayesowska (ang. Bayesian statistics/inference, Bayesian approach to statistics):

i. (Reverend) Thomas Bayes (1702-1760) - angielski matematyk
i duchowny; tworcg statystyki bayesowskiej jako tako nie byt, ale autorem
stawetnego wzoru Bayesa (na prawdopodobienstw warunkowe):

Pr(ANB) _ Pr(B|4) Pr(A)
PI‘(B) - Pr(B) ¥
i. Opublikowany poémiertnie przez przyjaciela wielebnego Bayesa, Richarda # % &/t |
Price’a (1763) w artykule pt. ,An Essay towards solving a Problem in the
Doctrine of Chances”

Pr(A|B) =

iii. Bazuje na pierwszej formalnej definicji prawdopodobienstwa, autorstwa Pierre Simone de Laplace
(1749-1827)

— Chronologicznie podejscie bayesowskie jest bardziej ,klasyczne” niz podejscie , klasyczne” ;)

- Odnowiciele bayesizmu: Harold Jeffreys, Bruno de Finetti, Leonard Savage, Arnold Zellner

29



Statystyka bayesowska

» Wazo6r Bayesa:
Pr(AnB) Pr(B|A)Pr(4)
Pr(B) Pr(B)

Pr(A|B) =

- Przyktadajac go do problemu wnioskowania o parametrze ¢ € [0, 1] na podstawie danych y:

PO, ¢) _pOId)p(é)
pP(y) pP(y)

gdzie p(x) oznacza, w ogdlnosci, gestosc rozktadu zmiennej losowej x

p(oply) =

30



Statystyka bayesowska

> Przejdzmy na ogdlny przypadek wielu parametréow, 6 = (64,6, ...,6,)" € O € RS:

pr(,9) _p(10)p(0)
pP(y) p(y)

p(Oly) =

e p(y|0) = L,(0) — model prébkowy = informacja o parametrach zawarta w danych
= = funkcja wiarygodnosci
e p(0) —rozktad a priori = nasza wiedza (obraz niepewnosci) o parametrach PRZED wglagdem w dane
e p(y, 0)— bayesowski model statystyczny = tgczny rozktad wszystkich wielkosci
e pn(y)—brzegowa gestos¢ wektora obserwacji
e p(6|y) —rozktad a posteriori:
= petny, tgczny rozktad prawdopodobienstwa na catej przestrzeni parametrow

= nasza koricowa (tj. PO wgladzie w dane) wiedza (obraz niepewnosci) o parametrach

31



Statystyka bayesowska

» Wzdr Bayesa — przypomnijmy:

pr(,9) _p(10)p(0)
pP(y) p(y)

p(Oly) =

—> Bayes w praktyce: zadajemy p(v|60) (czyli funkcje wiarygodnosci — jak w ,klasycznym” podejsciu) i
p(60), a nastepnie wyznaczamy p(0|y):

analitycznie versus numerycznie (np. metody MCMC = Markov Chain Monte Carlo)

- Estymacja bayesowska = wyznaczenie rozktadu a posteriori i jego scharakteryzowanie poprzez:
- wykres(y) funkcji gestosci — na tle rozktadu a priori (by ocenic, jak dane zmienity rozktad a priori)
- charakterystyki liczbowe:
- potozenia
- rozproszenia

- inne

32



Statystyka bayesowska

- Zazwyczaj 0 jest wektorem...
—> Z wykresem ,,pitnastowymiarowego” p(0]|y) sobie raczej nie poradzimy A

= Przechodzimy na brzegowe rozktady a posteriori—dlai =1, 2, ..., s:

p(6;ly) = f@ p(Oly) db\;
\i

- p(6;]y) uwzglednia w sobie niepewnosé zwigzang z wszystkimi pozostatymi parametrami

(i to w sposdb w petni formalny i zgodny z rachunkiem prawdopodobienstwal)

—> Podsumowanie wiedzy o 6; zawartej w p(8;|y):
- wykres funkcji gestosci p(8;|y) na tle p(6;) (by ocenié, jak dane zmienity rozktad a priori)
- charakterystyki liczbowe p(0;|y):
- potozenia: warto$¢ oczekiwana E (0;|y), modalna Mo(6;|y), mediana Me(6;|y)
- rozproszenia: odchylenie standardowe D (6;]y)

- inne (np. kwantylowy przedziaty wiarygodnosci, obszar najwyzszej gestosci a posteriori)

33



Statystyka bayesowska

» Zauwaimy, ze:

- Nie ma tu estymatoréw = ,posrednikdw” we wnioskowaniu o 6 — na gruncie bayesowskim

whnioskowanie dotyczy bezposrednio parametrow 6

- Podstawg i punktem wyjscia estymacji bayesowskiej jest od razu caty rozktad prawdopodobieristwa
parametrow = petny obraz niepewnosci odnosnie ich wartosci
= Jesli jednak chcemy jakie$ (bayesowskie) oceny punktowe, to i owszem — statystyczna teoria

decyzji podpowiada, ze mogg nimi by¢ wartosci oczekiwane, modalne, mediany i inne.

- Nie ma tu asymptotyki — wnioskowanie bayesowskie daje poprawne wyniki dla dowolnej liczby

obserwac;ji:

- aczkolwiek metody MCMC cos tam z asymptotyki korzystajg A
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Statystyka bayesowska

> Ponadto nr 1:

- Interpretacja kwantylowego przedziatu wiarygodnosci

- Przy zadanym prawdopodobienstwie a posteriori 1 — «, to stosowny przedziat LICZBOWY w
p(6;1y):

(Qat@ily)i @, aeily) )

Przyktad: przy 1 — a = 0,95, otrzymano dla parametru 6, przedziat (2; 3):
Pr(6, € (2;3)|y) = 0,95

- Interpretacja — w petni probabilistyczna i naturalna: ...
= Bez zatozenia o replikowalnosci danych!

— Cate wnioskowanie bayesowskie pozostaje w petni probabilistyczne przy danym, konkretnym

wektorze obserwacji

35



Statystyka bayesowska

> Ponadto nr 2:

- Bayesowska predykcja — tez w petni probabilistyczna, bo oparta na catym rozktadzie a posteriori

prognozowanej wielkosci, y/ (tzw. rozktadzie predyktywnym):

p(y/|y) = f@p(yf,é’ly) do = J@p(yfIH,y)p(Gly) do

= Naturalnie wpisuje sie w obecnie zyskujgcy na popularnosci nurt wyznaczania catych
rozktadéw prawdopodobienstwa prognozowanej wielkosci (ang. density forecasts)
—> to znacznie wiecej niz:
- prognoza punktowa (z btedem srednim predykcji ex ante)
- prognoza przedziatowa
— Rozkfad predyktywny p(yf|y) formalnie uwzglednia niepewnos¢ o 6

versus

,Klasyczna” prognoza = charakterystyki rozktadu p(y/ |6 = 8, y)
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Statystyka bayesowska

> Ponadto nr 3:

—> Bayesowskie poréwnywanie modeli i t3czenie wiedzy z alternatywnych modeli
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Statystyka bayesowska

» Tak, znalaztoby sie jeszcze pare innych ,, ponadto” @
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

p(Oly) =

p(¥.0) p|0)p(0)

p(y)  p()
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Statystyka bayesowska

» ALE wréémy do wzoru Bayesa:

pr(,9) _p(10)p(0)
p(y) p(y)

p(Bly) =

- ,tejdamynyt”! Czy to oznacza, ze parametry (6) sg ,jednak” zmiennymi
losowymi?! (Przypomnijmy: na gruncie , klasycznym” sg nieznanymi statymi)
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

p(¥.0) p|0)p(0)

pOly) = p(y)  p()

- ,tejdamynyt”! Czy to oznacza, ze parametry (8) sg ,jednak” zmiennymi
losowymi?!

- ,Yep”...
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

p(¥.0) p|0)p(0)

pOly) = p(y)  p()

- ,tejdamynyt”! Czy to oznacza, ze parametry (8) sg ,jednak” zmiennymi
losowymi?!

- ,Yep”...ijakoby zarazem , Not yep” @
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

p(¥.0) p|0)p(0)

pOly) = p(y)  p()

- ,tejdamynyt”! Czy to oznacza, ze parametry (8) sg ,jednak” zmiennymi
losowymi?!

- ,Yep”...ijakoby zarazem , Not yep” @

Uuu... ,szredingerowsko”!
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

-
memegenéfator.net

p(Oly) =

losowymi?!

pr(,9) _p(10)p(0)
p(y) p(y)

- ,tejdamynyt”! Czy to oznacza, ze parametry (8) sg ,jednak” zmiennymi

- ,Yep”...ijakoby zarazem , Not yep” @

- Parametry — w swej epistemologicznej istocie — pozostajg
nieznanymi (i niepoznawalnymi, nieobserwowalnymi) statymi

- ALE na poziomie modelu statystycznego (= jedynego ,narzedzia
obserwacji” parametréw, wnioskowania o nich) parametry
faktycznie s zmiennymi losowymi

44



Statystyka bayesowska

- Najbardziej adekwatng metodg ujmowania niepewnosci o wielkosciach nieobserwowalnych okazuja

sie wtasnie rozktady prawdopodobieristwa, co wymaga traktowania_ ich jako zmienne losowe

- Wartos¢ parametru w (bayesowskim) modelu statystycznym =~ potozenie elektronu w fizyce kwantowej

W jednym wymiarze W dwdch wymiarach W trzech wymiarach
granica wystepowania z
jadro elektronow

z prawdopodo-
bienstwem 95%

chmura
elektronowa Orbital s (/= 0, m,=0)
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Statystyka bayesowska

» ALE wréémy do wzoru Bayesa:

p(Bly) =

-> Rozktad a priori, p(0)

p(¥.0) p|0)p(0)

p(y)  p()
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Statystyka bayesowska

» ALE wro¢my do wzoru Bayesa:

pr(,9) _p(10)p(0)
p(y) p(y)

p(Oly) =

—> Rozktad a priori, p(0) — czy to faktycznie ,pieta Achille...” znaczy sie ,,pieta Bayesa”???
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Statystyka bayesowska

» ALE wréémy do wzoru Bayesa:

P, 8) _p(19)p(8)
pP(y) p(y)

p(Oly) =

—> Rozktad a priori, p(0) — czy to faktycznie ,pieta Achille...” znaczy sie , pieta Bayesa”???

» Statystyka bayesowska = w petni probabilistyczny obraz niepewnosci co do parametréw

—> Aby jednak otrzymac p(0]y) (tj. aby w ogdle mdc skorzystac ze wzoru Bayesa) MUSIMY zadac¢ jakis$
rozktad a priori, p(6), chocbysmy nawet nie chcieli ,,zanieczysci¢” przezen tej informacji o parametrach,
ktdra niosg ze sobg dane (a ktora ,,wchodzi” do modelu poprzez rozktad prébkowy, p(v|60), czyli funkcje

wiarygodnosci)

» Skoro MUSIMY tu (czyli na gruncie statystyki bayesowskiej) wprowadzi¢ jakas (nie)wiedze
o parametrach a priori do modelu statystycznego (czego nie ma na gruncie , klasycznym”), to mozna

zadac pytanie: Czy to dobrze, czy niedobrze?
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Statystyka bayesowska

» Rdzne aspekty obecnosci rozktadu a priori w modelowaniu bayesowskim:

e Zalety/korzysci:

1) Ta FUNDAMENTALNA: umozliwia skorzystanie ze wzoru Bayesa, w wyniku ktorego uzyskujemy
caty rozktad prawdopodobienstwa parametrow (czyli p(0) jako ,,cena” za te mozliwos¢)

2) Umozliwia wprowadzenie do modelu statystycznego dodatkowej (poza samymi tylko danymi)
informacji/wiedzy o parametrach = ,naturze” modelowanego zjawiska, w tym wiedzy
eksperckiej czy tez wynikajacej ze znajomosci podobnych badan

e Wady/ograniczenia:

1) Sam fakt koniecznos$ci wprowadzenia informacji a priori do modelu (a my moze bysmy wtasnie
tego nie chcieli?)

- ALE: nieinformacyijne rozktady a priori (w przyblizeniu takowe), obiektywne rozktady a priori

2) Rozktad a priori stwarza mozliwos¢é manipulacji (,,forsowania”) wynikéw a posteriori — poprzez
odpowiednie zacieSnienie rozktadu a priori nie pozwalamy danym ,,przemoéwic¢” zbyt swobodnie

- ALE:
- taki dogmatyzm jest brakiem uczciwosci badawczej :/
- mozemy przeprowadzi¢ analize wrazliwosci rozktadu a posteriori na rézng informacje a priori

- wptyw rozktadu a priori na a posteriori maleje wraz ze wzrostem liczebnosci préby
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Statystyka bayesowska

» Wrdéémy do naszego przyktadu z rzutami monetg — tym razem po bayesowsku:

—> Zadajemy rozkiad probkowy, p(y|¢) (= funkcja wiarygodnosci) — ten sam, co w podejsciu

,klasycznym”

- Dobieramy , P(¢p) — mozemy zada¢ go na rdzne sposoby, byle by byt okreslony na

stosownym nosniku, tu — przedziat [0, 1]

= Otrzymamy rézne rozkiady a posteriori, p(¢|y) (pomijam tu wszelakie obliczenia/wyprowadzenia)
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Statystyka bayesowska

» Dogmatyczny rozkiad a priori — silnie preferujemy wartosci ¢ = 0,5:

9

8

7

6 Prior, p(fi)

5

4 . .
—Likelihood,

3 . .

2 p(y [fi)=Ly(fi)

1 —Posterior, p(fi|y)

0

CE83IZJIZEIIIESERRIZR
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Statystyka bayesowska

> A priori tylko luzno preferujemy wartosci ¢p = 0, 5:

3,5
3
2,5 . .
Prior, p(fi)
2
1,5 —Likelihood,
1 p(y | fi)=Ly(fi)
0,5 —Posterior, p(fi|y)
0
O O N O < MO O N 0O S O O N OO < o ©
O rd A N gMIEIITO O NNO®SD
O O O O o O O O O O O O o
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Statystyka bayesowska

» Rozktad a priori ,stojacy w poprzek danych”

4,5
4
3,5
3 Prior, p(fi)
2,5
2 . .
—Likelihood,
1,5 L
) p(y | fi)=Ly(fi)
05 —Posterior, p(fi|y)
0
O O N O < M O AN O < OO N <« o ©
S A AN g ELILIN gONNOOgOD
O O O O O O O O O O O O (@]
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Statystyka bayesowska

> Ptaski rozktad a priori = ,nieinformacyjny” rozktad a priori (przynajmniej ,,na chtopski rozum”)

3,5
3
2,5 . .
Prior, p(fi)
2
1,5 —Likelihood,
1 p(y | fi)=Ly(fi)
0,5 == Posterior, p(fi|y)
0
O O N WO M O ANO I O O© N T O ©
O rH d N g gONNDgO
o O O O o O o O o O O O o

54



Statystyka bayesowska

» Plaski rozktad a priori =, nieinformacyjny” rozktad a priori (przynajmniej ,,na chtopski rozum”)

3,5
S —~
25 /7 , ,
Prior, p(fi)
2 / \
L / \ —Likelihood,
1 v4 \ p(y|fi)=Ly(fi)
0,5 / \ Posterior, p(fi|y)
0 —e—e” —
CEAIJITESIIISERRISR

— Czasem pewne wyniki ,klasyczne” dajg sie zreinterpretowac na gruncie bayesowskim
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Statystyka bayesowska

» Nieinformacyjny rozktad a priori (wyznaczony formalnie, wg reguty Jeffreysa)

3,5
3
2,5 . .
Prior, p(fi)
2
1,5 —Likelihood,
1 p(y | fi)=Ly(fi)
0,5 —Posterior, p(fi|y)
0
O O N O < MO O N 0O S O O N OO < o ©
O rd A N gMIEIITO O NNO®SD
O O O O o O O o O O O O o
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Zakonczenie: wnioskowanie bayesowskie — to ,lepsiejsze” ;)
» Statystyka bayesowska:

a. Daje petny obraz niepewnosci co do mozliwych wartosci parametréw (BEZ estymatorow, BEZ
asymptotyki, a za to w PELNI PROBABILISTYCZNY)

- a o to witasnie chodzi w statystyce (= nauka o niepewnosci, a nie — by tak rzec — o ocenach
punktowych)

b. Wewnetrznie spdjny paradygmat (najbardziej ze wszystkich podejs¢ do wnioskowania
statystycznego, cho¢ w dalszym ciggu nie jest wolne od pewnych paradokséw)
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Zakonczenie: wnioskowanie bayesowskie — to ,lepsiejsze” ;)

» Statystyka bayesowska:

a. Daje petny obraz niepewnosci co do mozliwych wartosci parametréw (BEZ estymatorow, BEZ
asymptotyki, a za to w PELNI PROBABILISTYCZNY)

- a o to witasnie chodzi w statystyce (= nauka o niepewnosci, a nie — by tak rzec — o ocenach
punktowych)

b. Wewnetrznie spdjny paradygmat (najbardziej ze wszystkich podejs¢ do wnioskowania
statystycznego, cho¢ w dalszym ciggu nie jest wolne od pewnych paradokséw)

NN » Chot ,lepsze”, to jednak jego zwolennikom/twércom/propagatorom nie
szczedzono batow na przestrzeni dziejow. Te przeplatajgco-scierajgce sie
dzieje statystyki bayesowskiej i , klasycznej” to istna ,,Moda na sukces”...

BzT\\?EEE e
[ T — Sharon B. McGrayne, (2011), The Theory That Would Not Die: ...
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Zakonczenie: wnioskowanie bayesowskie — to ,lepsiejsze” ;)

» Wiecej niz tysigc stow...
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Zakonczenie: wnioskowanie bayesowskie — to ,lepsiejsze” ;)

» Wiecej niz tysigc stow...

Machine learning Bayesian
& neural nets analysis

- Bayesowskie sieci neuronowe!
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Dziekuje za uwage! :)



Uwagi:

1) Bayesowskie testowanie hipotez
2) Aktualizacja wiedzy: yesterday’s posteriori = today’s prior

3) Zakonczenie: przyszlisScie tu dzisiaj z Waszym dotychczasowym wyobrazeniem o p-stwie i
statystyce (Wasze a priori) + dr Kwiatkowski (jako likelihood/data/evidence) = Wasza stopniowe
przejscie na Bayesa (a posteriori) :D
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