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Plan wyktadu

1) Bayesowskie porownywanie modeli — ogdlne informacje
2) Przyktad — prosty, jednoparametryczny model bayesowski
3) Specyfikacja rozktadu a priori na przestrzeni modeli

4) Poréwnywanie modeli parami

5) Bayesowskie fgczenie wiedzy

Poréwnywanie modeli na gruncie , klasycznej” statystyki/ekonometrii:

- pod wzgledem dobroci dopasowania do danych (ang. data fit, in-sample fit), czy tez inaczej — mocy

wyjasniajgcej /objasniajgcej dane zjawisko (ang. explanatory power)

—> przeprowadzane za pomoca...?



Bayesowskie porownywanie modeli 1

» Przyjmijmy, ze do opisu tego samego zjawiska empirycznego, reprezentowanego przez (doktadnie!)

ten sam wektor obserwacji y, rozwazamy m alternatywnych modeli bayesowkich M, M,, ..., M,,,
10,

utozsamianych z tgcznymi rozktadami obserwacji, y, oraz parametrow, 6 e W c Rdim
i=12, .. m:

p(y,09|M;) = p(y]|6®, M)p(6©|M;) (1)
(dotychczas nie rozwazalismy kontekstu wielu modeli, wiec nie byto potrzeby warunkowania wzgledem M;)

e 0 — wektor parametrow i-tego modelu (obejmujgcy parametry swoiste danego modelu, jak i
takze — o ile wystepujg — parametry wspélne)

o p(y|9(i), Ml-) — rozktad prébkowy (funkcja wiarygodnosci) w modelu M;
o p(0W|M;) - rozktad a priori w modelu M;

e M; — ,etykieta” i-tego modelu — na gruncie bayesowskim jest traktowana jako konkretna (i-ta)
wartos¢ zmiennej losowej M (,M jak model”... ;)

| = Réwnanie (1) w ,porzadnym” zapisie powinno wygladac tak:
p(y,00|M =M;) =p(y|6®, M = M)p(6® M = M))

Zwykle jednak pomijamy fragment ,M ="

» Zatem etykieta modelu, M, jest tu zmienng losowg (oczywiscie, dyskretng) o wartosciach w zbiorze
M = {My, My, ..., M}




Bayesowskie porownywanie modeli 2

» Zaktadamy, ze M = {M;, M,, ..., M,,} stanowi kompletny zbiér parami wykluczajacych sie¢ modeli
bayesowskich:

e zbior modeli ,,parami wykluczajacych sie” (ang. non-nested models)

— Wykluczamy zatem modele zagniezdzone, tzn. zaden M; (i € {1, ..., m}) nie moze by¢ szczegdlnym
przypadkiem ktdregos sposrdd pozostatych (ALE UWAGA: z dokfadnoscig do zbioréw miary zero w
rozktadzie a priori) — przyktad: My:y; = ¢ + P1Ye—1 + & Vs. My:yy = g + P1YVi—1 + P2Ve—n + &
—> M, JEST zagniezdzony w M, (poprzez oczywistg restrykcje: ¢, = 0), ale jesli p(¢,|M,) jest
rozktadem absolutnie ciggtym, woéwczas Pr(¢, = 0|M,) = 0 (= pole pod p(¢,|M,) w argumencie

¢, =0), wiec z probabilistycznego punktu widzenia, te modele mozemy traktowac jako
niezagniezdzone

o ,kompletny” zbiér modeli (ang. exhaustive set of models)

— Skfad zbioru M, owszem, mozemy zmienié¢ (np. uwzgledni¢ jaka$ dodatkowa specyfikacje), ale
konieczne bedzie przeprowadzenie rachunkéow ,od nowa”, uwzgledniajgcych ,nowy” sktad
rozwazanego zbioru modeli



Bayesowskie porownywanie modeli 3

» Modele M, M,, ..., M,,, moga sie miedzy sobg rézni¢ na DWA sposoby:

e Z uwagi na rozktad a priori:

Przyktad: Rozwazmy dwa modele bayesowskie dla proby y.|A~iiExp(A) (t=1,2,..,T)
z roznymi rozktadami a priori (oba jednak — dla uproszczenia — z tej samej rodziny rozktadéw
gamma — sprzezony z rozwazang funkcjg wiarygodnosci)

2> p(y|My) =py|M,) = ATe=AZt=1t (ten sam rozktad prébkowy...)
2> p(A|M,) = f;(A|las, b)), p(A1|M,) = fz(A|a,, b,) (...ale rézne rozktady a priori)

(A — parametr wspdélny w obydwu modelach, wiec nie wymaga indeksu i)

e Z uwagi na rozkfad probkowy:

Przyktad: Cigg dziennych logarytmicznych stop zwrotu z jakiegos instrumentu finansowego,
ve,t=1,2,..,T:

My: yel(u, 02)~iiN (u,0%) = 6W = (1,0’
M,: y|(v,m, T)~iit(m,7,v) = 8@ = (v, m, 1)’
—>m — parametr niecentralnosci (modalna), T — precyzja, v — liczba stopni swobody

(rézne rozktady prébkowe — z réznymi parametrami, wiec i rozktady a priori bedg inne; choc¢ po
czesci moggq sie pokrywac, np. tedla uiv)



Bayesowskie porownywanie modeli 4

» Skoro ,etykieta” modelu, M, jest zmienng losowg (o wartosciach w M = {M,,M,, ..., M,,}), to
mozemy mowic o:
o Pr(M = M;) = Pr(M;) — p-stwo a priori modelu M;
e Pr(M = M;|y) = Pr(M;|y) — p-stwo a posteriori modelu M;

» Bayesowskie poréwnywanie (mocy wyjasniajgcej) modeli — za pomocg ich p-stw a posteriori,
Pr(M;|y) = -+ (o ktérym za chwile)

» Prawdopodobienstwa a priori i — osobno — a posteriori tworzg dyskretne rozktady
prawdopodobienstwa zmiennej losowej M na przestrzeni modeli, M:
o Pr(M;) >0 A X2, Pr(M;) =1 (Pr(M;) = 0 tylko dla modeli spoza M)

o Pr(M;|ly) >0 A X, Pr(M;|ly) =1



Bayesowskie porownywanie modeli 5

» Prawdopodobienstwo a posteriori modelu M;:

p(y,M;)  p(y|M;)Pr(M;)

Pr(M;|y) = p(y) XY™ p(y|M) Pr(M;)

e Pr(M;) — okre$lamy samodzielnie na catej przestrzeni modeli M, tak aby zachodzita koniunkcja:

= dlakazdegoi = 1,2, ..., m zachodzito Pr(M;) > 0 (zaden z modeli w M nie jest wykluczony a priori)
= Y Pr(My) =1 (Ml stanowi kompletng klase rozwazanych modeli bayesowskich)

p(y|M;) — wartos¢ brzegowej gestosci wektora obserwacji w i-tym modeli = ,dotychczasowe p(y)”
(dotychczas nie rozwazalismy kontekstu wielu modeli, wiec nie byto potrzeby warunkowania wzgledem M;):
p(y|M)) =f p(y,00|M;)do® =f p(y16©, M;)p(6©|M;)do®
) V]

eu

lub tez — przeksztatcajgc wzér Bayesa:
. , 00| M,

e ,H(i) M.
p(y|M;) p(, 0% 1M:)

otrzymujemy:

p(6W]y, M;)
- Wyzsza warto$¢ p(y|M;) dla konkretnego y oznacza wyisze ,szanse” tego, ze dane ,zostaly
wygenerowane” przez model M; (,pochodz3” z modelu M;) => dane bardziej wspierajg model M;

(ang. the data provide more evidence for model M;)

p(v) — wartos¢ brzegowej gestosci wektora obserwacji ,usredniona po modelach” (czyli po wycatkowaniu —
tu raczej ,,wysumowaniu” — niepewnosci zwigzanej z wyborem ,,prawidtowe]” specyfikacji modelowej):

p(y) =Xt p(y,M;) = X p(y|M;) Pr(M;)



Bayesowskie porownywanie modeli 6

» Trzy uwagi:
1) Terminologiczna:

e p(y|M;), p(y) — wartos¢ funkcji gestosci brzegowego rozktadu wektora obserwacji; w skrdcie:
brzegowa gestos¢ obserwaciji

e Terminy anglojezyczne:
® marginal data density, MDD,

" nieco mniej poprawnie: marginal likelihood — likelihood = wiarygodnos¢, a ta w statystyce
jest definiowana jako funkcja parametrdow, a nie danych; z drugiej strony

p(yIM;) =j(,) p(y16®,M) p(6©D|M;)de®
@l

r. prébkowy T. ap'riori
aka f. wiarygodnosci

"ubrzegawianie" f. wiarygodnosci

2) Zwigzek rozktadu a priori z wartoscig MDD:

= Im rozktad a priori jest blizszy funkcji wiarygodnosci (informacja a priori o parametrach jest
blizsza tej, ktérg niosg ze sobg dane), tym wartos¢ MDD jest wyisza = ,Zarzut”: Poprzez
,odpowiednie” dobranie rozktadu a priori moge ,podbi¢” dopasowanie modelu — kwestia
(nie)uczciwosci badawcze,;...

3) MDD daje sie wyznaczy¢ analitycznie tylko w prostych modelach; zwykle jej wartos$¢ trzeba
aproksymowacé/szacowa¢ metodami numerycznymi (nietatwymi!), o ktdrych — przy innej okazji



Bayesowskie porownywanie modeli 7

» Podsumowujac — chcagc przeprowadzi¢ poréwnanie mocy wyjasniajgcej réznych, alternatywnych
modeli bayesowskich:

1)

W kazdym modelu potrzebujemy wyznaczy¢ wartos¢ brzegowej gestosci obserwaciji:

2)

p(y|M;) = f |

p(y,0V|M;)do
e

lub

_p(»091M;) _p(16©, Mi)p(6|M;)
p(0W]y, M) p(6©y, M)

Kazdemu z modeli potrzebujemy przypisa¢ p-stwo a priori, Pr(M;),i = 1,...,m

p(y|M;)

3)

- o réznych podejsciach — pdiniej
- jesli nie zaktada sie inaczej, wéwczas zwykle przyjmuje sie rowne wartosci: Pr(M;) = %
(czyli rozktad jednostajny na przestrzeni modeli)

Wyznaczamy p-stwa a posteriori poszczegolnych modeli:

_p, M) p(yIM;) Pr(M;)
Pr(M;|y) = = om
p(y) i=1 (Y|M;) Pr(M;)
- na ich podstawie mozemy skonstruowac¢ ranking modeli (pod wzgledem ich dobroci
dopasowania do danych)



Przyktad: prosty, jednoparametryczny model bayesowski

» Kluczowy poblem: wyznaczenie p(y|M;) (tj. wartosci brzegowej gestosci obserwacji w i-tym modelu)

» Przeéwiczmy to w jakim$ prostym, jednoparametrycznym modelu:
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Specyfikacja rozktadu a priori na przestrzeni modeli 1

» Prawdopodobienstwa a priori poréwnywanych modeli muszg spetniac¢ 3 postulaty:
1)Pr(M;) >0,i=1,2,..,m

— wszystkie rozwazane modele sie ,liczg” a priori, zadnego z nich a priori nie wykluczamy

2) Xt Pr(M;) =1

—> ... a zarazem , liczg” sie tylko(!) te modele, i zadne inne spoza klasy M = {M;, M,, ..., M,;}

3) Vijeq1,2,...m} Pr(M; v M;) = Pr(M;) + Pr(M;)

i#j

— modele sg parami niezagniezdzone

11



Specyfikacja rozktadu a priori na przestrzeni modeli 2

» Dwie ,,szkoty” ustalania prawdopodobienstw a priori modeli My, M, ..., M,,,:

1) Po prostu, przyjmujemy rowne ich wartosci (rozktad jednostajny na przestrzeni modeli):

Pr(M;) = %, i=1,2,...,m
Zauwazmy, ze wtedy:

p(y,M;)  pQy|M;)Pr(M;) p(y|M;)

Pr(M;ly) = = -
r(M;ly) () (M) Pr(M) X7 p(vIM;)

12



Specyfikacja rozktadu a priori na przestrzeni modeli 3

» Dwie szkoty ustalania prawdopodobienstw a priori modeli M, M,, ..., M,,,:

2) Premiujemy a priori modele oszczednie sparametryzowane (o0 mniejszej liczbie parametrow) — jesli
jakies dwa modele jednakowo wyjasniajg dane zjawisko (majg te sama wartos¢ p(y|M;)), wéwczas
a priori faworyzujemy ten, ktory jest prostszy (osigga to samo dopasowanie mniejszym , kosztem”)

— William Ockham — brzytwa Ockhama (ang. Ockham’s razor):

,Nie nalezy mnozy¢ bytow ponad potrzebe”
— Arnold Zellner — reguta KISS (ang. Keep It Sophistically Simple)
ALE: Nie oznacza to, ze z gory odrzucamy modele bardziej skomplikowane — owszem, bierzemy je
pod uwage, ale a priori przypisujemy im relatywnie mniejsze szanse => dane muszg nas ,mocno
przekona¢”, ze takie bardziej skomplikowane, rozbudowane specyfikacje ,optacajg sie”, s3
,hiezbedne”.
Czasami takze, poprzez przyjecie odpowiednio wyzszego p-stwa a priori, uwzgledniamy sytuacje, w
ktérej pewien model posiada w jakims$ sensie ,uprzywilejowany status teoretyczny” (np. jest
przedstawicielem jakiejs ogdlnie przyjetej teorii, ,,wszyscy w niego wierzg”). Pozostatg mase p-stwa
rozdzielamy pomiedzy pozostatymi modelami.

13



Specyfikacja rozktadu a priori na przestrzeni modeli 4

» Przyktadowa reguta ,, premiowania” modeli prostszych:

Niech [; = dim 0W = liczba parametrow modelu M;. Prawdopodobienstwa ustalamy wg formuty:

— Im wieksze [;, tym mniejsze Pr(M;)

» Przyktad: Zatéimy, ze rozwazane sg trzy modele bayesowskie, M;, M,, M3, o liczbie parametrow,
odpowiednio: l; = 3,1, =5,13 =4

Obliczamy wartosci wyrazenia 274 i dzielimy je przez ich sume:

i 1 2 3 Suma w wierszu
L; 3 5 4
2~k
Pr(Ml-) =1

— Again: Im wieksze [;, tym mniejsze Pr(M;)

14



Porownywanie modeli parami 1

» Chcemy poréwnac relatywng moc wyjasniajgca dwéch modeli: My, M; € M = {M;, ..., M, }

» lloraz szans a posteriori (ang. posterior odds ratio, POR):

Pr(M;) p(y|M;)

POR.. = Pr(Mily) _ p(y) _ Pr(M;) p(y|M;)
7 pr(Mily)  Pr(M)p(y|M;)  Pr(M)) >
p(y) Tloraz czynnik Bayesa

szans
a priori

(ang. prior

odds ratio)

(ang. Bayes factor)

— Informuje o tym, ilokrotnie wyzisze/niisze jest p-stwo a posteriori modelu M; (w liczniku)
w stosunku do modelu M; (w mianowniku)

—> PORU (S (0, +OO)
e 0 <POR;; <1: Model M; jest mniej prawdopodobny a posteriori od modelu M;
e POR;; = 1: Oba modele sg jednakowo prawdopodobne a posteriori

e POR;; > 1. Model M; jest bardziej prawdopodobny a posteriori od modelu M;

15



Porownywanie modeli parami 2

» Z poprzedniej strony: lloraz szans a posteriori (ang. posteriori odds ratio, POR):
Pr(M;) p(y[M;)

POR. — PriMily) _ p(¥) _ Pr(M)  pGIM)
7 pr(Mily)  Pr(M)p(y|M)  Pr(M)  p(y|M))
p(y) iloraz szans  czynnik
a priori Bayesa

» lloraz szans a priori (ang. prior odds ratio, PROR):

Pr(M;)
Pr(M;)

— ,llokrotnie bardziej/mniej wierze a priori w model M; — w stosunku do modelu M;”

» Czynnik Bayesa (ang. Bayes factor, BF):

_p(yIMy)

T p(yIM))

— Informuje o tym, ilokrotnie wyzsza/nizszg szanse pojawienia sie zaobserwowanego wektora y
dawat model M; w stosunku do modelu M;

BF,

— BF;; € (0, +00): analogicznie jak w przypadku POR;;
> Zwykle zakfada sie rozktad jednostajny na przestrzeni modeli (V; j—; _, Pr(M;) = Pr(M;)):

POR;; = BFj; — POR i BF informujg o tym samym

16



Poréwnywanie modeli parami 3

» POR, BF — wtasnosci:

1) Jezeli Pr(M;) = Pr(M;), wéwczas POR;; = BF;;

1 1
2)PORy; = 5or BFy = o
3) Dla dowolnego [ € {1,2,...,m}: BF; BF, _ BF),

m)

4) Do obliczenia Pr(M;|y) wystarczy znajomos¢ (wszystkich) czynnikow Bayesa BFj; (j = 1,2, ...,
dla danego, dowolnie wybranego [ € {1, 2, ..., m}:
1 pr(m,) EOYIM:)
Pr(M.|y) = p(yIM ) Pr(M;) p(y|M;) Pr(M;) p(yIMl) _ p(y|M)
‘ 7 p(1M) Pr(M)) ~ T, p(yIM;) Pr(M) n pr(y ) POM)
P(}’|Mz) 271 Pr(M)) p(yIM,)
_ PI'(ML) BFil
Y7L, Pr(M;)BE;
< BF;; =1

5) Przy zatozeniu V;—1 ., Pr(M;) = %:
BFl-l

PrOM1Y) = S

17



Poréwnywanie modeli parami 4

> Cwiczenie 1: Wyobrazmy sobie, ze poréwnujemy pewne dwa modele bayesowskie: M; i M,.
Zinterpretuj ponizsze wartosci:

e POR, = 2,5 — Model M; jest 2,5 razy (czyli o 150%) bardziej prawdopodobny
a posteriori od modelu M,.
1
POR4,
(czyli 0 300%) bardziej prawdopodobny a posteriori od modelu M.

e POR,, = 0,25 — tatwiej tu zinterpretowaé POR,; = = 4: Model M, jest 4-krotnie

e POR, = 1,33 — Model M, jest 0 33% bardziej prawdopodobny a posteriori od modelu
M, (lepiej to brzmi, anizeli stwierdzenie, ze ,Model M; jest 1,33 razy
bardziej prawdopodobny...”)

18



Poréwnywanie modeli parami 5

» Logarytmy dziesietne POR, BF: log POR;; = log,, POR;;, log BF;j = logyo BFj;

— Informujg o réznicy w rzedzie wielkosci

— log POR;; € R:
e logPOR;; <0 < POR;; < 1: Model M; jest mniej prawdopodobny a posteriori od modelu M;
e logPOR;; = 0 & POR;; = 1: Oba modele s3 jednakowo prawdopodobne a posteriori

e logPOR;; > 0 & POR;; > 1: Model M; jest bardziej prawdopodobny a posteriori od modelu M;

» Przyktad: Przyjmijmy, ze rozwazamy trzy modele: M;, M,, M5 o prawdopodobienstwach a posteriori,

odpowiednio: Pr(M;|y) = 0,6794; Pr(M,|y) = 0,0006; Pr(M;|y) = 0,32
e POR,, ~ 1132,333 = 1,132333 - 10°= logPOR,, ~ 3,054 > 0 — Interpretacja...
e POR3 =2,123 =2,123-10 = logPOR.3; = (1,327 >0 — Interpretacja...

e POR,; ~0,00188 =1,88-10"° = logPOR,;

Q

—2,727 = =3 < 0 — Interpretacja...

19



Bayesowskie tgczenie wiedzy 1 — NIE OBOWIAZUIJE (ale jest ciekawe ;)

» Dwa konteksty rozwazania grupy modeli (a nie tylko jednej specyfikacji):

1) Gdy testujemy konkurujgce miedzy sobg modele (lub teorie, ktére lezg u ich podstaw)

- Celem rozwazania réznych modeli jest wéwczas wskazanie/wybor tego jednego — najlepszego

- Najlepszy model — ten charakteryzujacy sie najwyzszg wartoscig p-stwa a posteriori (lub
najwyzszg wartoscig MDD — przy rownych p-stwach a priori wszystkich rozwazanych modeli)

2) Gdy chcemy wnioskowaé badz to o pewnych wspdlnych dla tych modeli parametrach czy
wielkosciach (bedgcych funkcjami tych pierwszych), bgdz dokonaé prognozy z ich wykorzystaniem

— Zamiast wybieraé, a tym samym ograniczac sie tylko do jednego (najlepszego) modelu, mozna
,potaczy¢ wiedze” ze wszystkich modeli

— Bayesowskie ftqczenie wiedzy: potgczenie uzyskanych w poszczegdlnych modelach
indywidualnych rozktadow a posteriori danej wielkosci w jeden, ,ostateczny” rozktad a posteriori; w
celu uzyskania tego rozktadu nalezy ,wycatkowaé” niepewnos¢ zwigzang z wyborem
,prawidtowego” modelu

» Terminy anglojezyczne:
e Bayesian pooling approach (BPA)

e Bayesian model averaging (BMA) <— nie do konca poprawne

20



Bayesowskie tgczenie wiedzy 2

> Niech 1 € A € RY™A oznacza wektor pewnych wspdlnych wielkosci w modelach M, M,, ..., M,
o rozktadach a posteriorip(Aly,M;),i = 1,2,...,m

— Oczywiscie, w szczegblnym przypadku A moze byc takze skalarem
— A —moze reprezentowac:
e bezposrednio, wspdlne parametry grupy modeli
Przyktad: My:yy = Bo + BiXxer + & Mz ye = Bo + BiXxer + BaXez + &
> A= (Bo B10%) badid=p;

e jakie$ wielkosci, ktdre majg jednakowe (wspdlne) znaczenie/interpretacje w poszczegdlnych
modelach (choé same s3 réznymi funkcjami parametrow tych modeli)
Przykfad: elastycznos$¢ produkcji wzgledem kapitatu w modelu Cobba-Douglasa i w modelu
Translog (Elgx ma roing postac funkcyjng w obydwu tych modelach, ale
znaczenie/interpretacje — to samo) = Zatem tutaj A = Elg |k

e prognozowang wartos¢ zjawiska (o prognozowaniu bayesowskim — za jakis czas :)

Przyktad: Modelujemy inflacje, y;, w kolejnych kwartatacht = 1, 2, ..., T. Modelowane dane:
y = (y1 Y ...Y7) . Interesuje nas wnioskowanie o yr,4, czyli wtasnie prognozowanie — na
gruncie bayesowskim odbywa sie to za pomocga tzw. rozktadu predyktywnego: p(yr+1|y),
czyli rozktadu a posteriori obserwacji niedostepnej, prognozowanej. Taki rozktad mozemy
zbudowac w réznych modelach zbudowanych dla y: p(y74+1|y, M;), i = 1,...,m

- Zatem tutaj A = yp 4

21



Bayesowskie taczenie wiedzy 3

» Od strony operacyjnej, celem bayesowskiego tgczenia wiedzy o A jest wyznaczenie jednego,
,ostatecznego”, ,koricowego” rozktadu a posteriori analizowanej wielkosci — bezwarunkowego
wzgledem modelu, p(4]|y) — na podstawie indywidualnych, uzyskanych w poszczegdlnych modelach
rozktadow a posteriori, p(A|ly,M;),i = 1,2, ..., m:

pOIY) = ) pQ,Mily) = D p(ly, M) Pr(Mily)
i=1 i=1

- ,,Wycatkowujemy” zmienng losowg oznaczajgcg model

= p(A|y) jest dyskretng mieszankg (ang. mixture) rozktadéw p(Aly,M;), i = 1,2, ...,m, przy czym
rozktadem ,,mieszajgcym” (wagami) jest tu rozktad a posteriori na przestrzeni modeli

- Bayesowskie tgczenie wiedzy o A polega na ,usrednieniu” indywidualnych gestosci a posteriori
p(Aly,M;), i =1,2,...,m, z wagami réownymi prawdopodobienstwom a posteriori poszczegdlnych
modeli, Pr(M;),i = 1,2, ..., m.

= p(Aly) uwzglednia w sobie niepewnos¢ zwigzang z wyborem ,prawidtowej” specyfikacji
modelowe]

— BPA , optaca sie” w szczegdlnosci wtedy, gdy p-stwa a posteriori modeli sg do$¢ zblizone
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Bayesowskie taczenie wiedzy 4

» Wz6r z poprzedniej strony:

pAIY) = D pOMily) = > p(Aly, M) Pr(Mly)
i=1 i=1

- To gotowy przepis na formute funkcji gestosci tego ,,ostatecznego” rozktadu a posteriori dla A

Przyktad: Wyobrazmy sobie, ze mamy dwa modele, M; i M,, zbudowane dla prostej proby losowej z
rozktadu dwupunktowego, y;|@~iiBern(¢) [model préb Bernoulliego]. W obydwu modelach przyjeto
sprzezony rozktad a priori (beta, o ,jakichs tam” hiperparametrach) i uzyskano rozktady a posteriori:
p(oly,M,) = fz.(p|la; = 10,b; = 2) oraz . Wyznaczono takze
prawdopodobienstwa a posteriori obydwu modeli: Pr(M,|y) = 0,6; Pr(M,|y) = 1 — Pr(M,|y) = 0,4. Jak
wyglada , ostateczny” rozktad a posteriori parametru ¢?

= p(ply, My) p(ely, My) plely)

5

p(@ly) = Pr(Mq|y) p(@ly, My) + Pr(M,|y) ) -

= 06" fue(@lar =+, by = ) + 04 3 /
2
. _ Y/

=06 ——==¢" 1 (1—p)17 1 + 04" 1

B(a1:b1) 0 | & __“ o
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Bayesowskie taczenie wiedzy 5

» Charakterystyki ,, koncowego” rozktadu a posteriori
e Funkcja gestosci — patrz wyzej

e Wartosc¢ oczekiwana
EQly) = [, Ap(DdA = [,ATE, p(Aly, M) Pr(M|y))dA =

nie zalezy E(/1|57,Mi) ~
od A

- E(A]y) jest $rednig wazong indywidualnych, otrzymanych w poszczegdélnych modelach wartosci
oczekiwanych, z wagami rownymi p-stwom a posteriori modeli

e Wariancja

wzory ogoblne

Var(Aly) = E [(A - EQAI»)°|y| = E@?ly) — E>(Aly)
= IZ(Var@ly, M) + E*(Aly, M) Pr(M;ly) — E2(Aly)

latwo
pokazac

e Pozostate — nie da sie uzyska¢ ogdlnych formut = konieczna numeryczna aproksymacja
(oszacowanie) ich wartosci na podstawie proby losowej wygenerowanej z ,,kornicowego” rozktadu
a posteriori — patrz kolejna strona
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Bayesowskie taczenie wiedzy 6

» 0golnie: numeryczna aproksymacja (oszacowanie) dowolnych charakterystyk dowolnego rozktadu
prawdopodobienstwa, dajmy na to p(x) (czyli pewnego rozktadu zmiennej losowej x) — dwa kroki:

e Generujemy N-elementowg probe (pseudo-)losowg z analizowanego  rozkfadu:

N
{x(l),x(z), ...,x(N)} = {x(q)}q=1' gdzie x(@ oznacza g-te losowanie (ang. draw)

e Dowolng charakterystyke rozktadu p(x) mozemy aproksymowac obliczajagc jej probkowy

N
odpowiednik (estymator — z daszkiem!) na podstawie uzyskanej préby {x(q)}qzl:

» Funkcje gestosci, p(x), mozesz oszacowacd/przyblizy¢ za pomoca histogramu (tak, histogram
jest estymatorem! :)

" E(x) = [yrp()dx = E() = 1 By 2@ =%
» Var(x) = E(x — E(x))2 = fR(x — E(x))zp(x)dx ~ Var(x) = %Zg’zl(x(‘” — f)z

. ~ 1 _\2 ,
= Alternatywnie: Var(x) = Ezgﬂ(x(q) — x) , lecz asymptotycznie (T — o0) oba
estymatory wariancji sg rownowazne

= Kwantyle — jak na statystyce opisowej — gotowe funkcje w pakietach — Zadanko: Sprawdz,
czy da sie obliczy¢ w Excelu obliczy¢ kwantyl (nie kwaRtyl!) dowolnego rzedu, a € (0, 1)

= Modalna — jak na statystyce opisowej — gotowe funkcje w pakietach — Zadanko: Sprawdz,
czy da sie obliczy¢ modalng w Excelu (wez pod uwage, ze — w ogdlnosci — zmienna losowa x
moze byc ciggta albo dyskretnal)
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Bayesowskie tgczenie wiedzy 7

» W kontekscie taczenia wiedzy — schemat jak powyzej, ale pojawia sie...

— Pytanie: Jak uzyskaé probe losowg z ,koncowego” rozktadu a posteriori, bedgcego mieszankg
indywidualnych rozktadéw a posteriori:

p(Aly) = X214 M;ly) = X2 p(Aly, M;) Pr(M;|y)
Ad 1) Generujemy N-elementowg prébe (pseudo-)losowg {/1(")}2;1 z rozktadu p(4|y) — w tym celu

bedzie potrzebne wczesniejsze wygenerowanie préb z indywidualnych rozktadéw p(4|y, M;)
1.a) Ustal liczebnos$¢ préby N z ,koricowego” rozktadu a posteriori (generalnie: im wieksza, tym
wyzszej doktadnosci bedg szacunki)
1.b) Niech N; (i = 1,2,...,m) oznacza liczbe losowan dla A, generowanych z indywidualnych
rozktadéw a posteriori w poszczegdlnych modelach, p(4|y, M;). Préby te oznaczmy symbolem
N; , .

{,1(61)|Mi}q=1. Wartosci N; ustalmy tak, aby:

= iz N; :1\1’\_’

" Vic12..m FL = Pr(M;|y) — Udziaty N; w N odzwierciedlajg p-stwa a posteriori modeli

—> Czyli po prostu N; = N - Pr(M;|y)

N
1.c) Préba z ,konncowego” rozktadu a posteriori, {A(q)}qzl, powstaje poprzez potaczenie tych

z rozktadéw indywidualnych, tj. {/1(‘1)}2’:1 = U{Zl{/l(q)lMi}Zil
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