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Podstawy predykcji bayesowskiej 1

» Ogolne podstawy teoretyczne predykcji na gruncie bayesowskim — na razie bez kontekstu regres;ji

» Wektor obserwacji niedostepnych — podlegajgcych prognozie, ,niezaobserwowanych obserwacji”;
(a takze ewentualnych brakdw danych ,,w prébie”):

yf =2 leyf c R!

- W przypadku danych przekrojowych:

o yif (i€{l1,2,..,h}) — wartos¢ zmiennej przewidywana dla jakiego$ i-tego ,obiektu” (np.
prognozowana cena mieszkania) — w regresji: przy zadanych wartosciach zmiennych objasniajgcych,
charakteryzujgcych ten obiekt (np. wielkos¢ powierzchni, liczba pokoi, nr pietra)

e h — ilos¢ takich jednoczes$nie rozwazanych prognoz (rozwazamy rdzne obiekty jednoczesnie, np.
mieszkania o réinych charakterystykach); jezeli h = 1, wéwczas y/ jest skalarem, wiec indeks i
W Oznaczeniu yl.f staje sie zbyteczny

- W przypadku szeregow czasowych:
o yif (i €{1,2,..,h}) — wartos¢ zmiennej przewidywana na (zwykle) i okresdw wprzdéd poza okres

proby (and. i-step-ahead forecast), tak wiec y; = yr4; (z reguty uzywa sie tego ostatniego symbolu)
e h — maksymalny horyzont prognozy



Podstawy predykcji bayesowskiej 2
> Predykcja / Prognozowanie = wnioskowanie o y/:

e na gruncie klasycznym — poprzez charakterystyki tzw. (teorio-)probkowego rozktadu
predyktywnego: p(yf|y;9), a dokfadniej p(yf|y;8 = é) & ,,zakotwiczony” w pojedynczym
punkcie przestrzeni parametrow (ocenie 8); zatem nie uwzglednia niepewnosci estymacji 6:

v’ Prognoza punktowa: ﬁif = E(yif|y; 6 = 6) > w regres;ji: yl.f = xlfﬁ

v’ Sredni btad predvykcji ex ante:

p(ef) = Js? [t 1]

gdzie eif = yif — yl.f to btad prognozy

v' Klasyczne” przedziaty prognozy — w KMNRL: <37if — ta - D(elf),)?if + ta - D(e[))
2 2

e na gruncie bayesowskim — y/ ma tu taki sam status jak ,zwykte” parametry, 8, tj. stanowi
nieobserwowalng (przynajmniej w momencie dokonywania prognozy) zmienng losowa:

= O —zawsze nieobserwowalne

m yf — nieobserwowalne przynajmniej w momencie dokonywania prognozy (w przypadku
prognozowania szeregdw czasowych wystarczy ,zaczeka¢”; w przypadku danych
przekrojowych mozemy sie nigdy nie doczekac... ;)

- Bayesowskie wnioskowanie o y/ (= predykcja) — poprzez tzw. (bayesowski) rozktad predyktywny:
(¥’ 1y)



Podstawy predykcji bayesowskiej 3

> Bayesowskie wnioskowanie o y/ (predykcja) — poprzez tzw. (bayesowski) rozktad predyktywny:

p1y)
- Rozktad ten:

= jest rozkladem tacznym wszystkich wielkosci prognozowanych (,,siedzacych” w y/)

= odzwierciedla caty naszg wiedze (niepewnos¢!) o ¥/ po wgladzie w dane y (i — jak sie za chwile
okaze — takze z uwzglednieniem niepewnosci zwigzanej z parametrami, 6)

= co do konstrukcji jest rozktadem a posteriori (warunkowanie wzgledem zaobserwowanych
danych), ale termin ,rozktad a posteriori’ rezerwujemy dla p(6|y)

- Prognoza bayesowska prowadzi do wyznaczenia catego rozktadu prawdopodobienstwa mozliwych
do zaobserwowania wartosci zjawiska (pod warunkiem informacji zawartej w prébie), co idealnie
odpowiada paradygmatowi tzw. prognozowania probabilistycznego (< currently, most trendy ;)

- ALE: Jak wyznaczy¢ rozktad predyktywny?



Podstawy predykcji bayesowskiej 4
» Model bayesowski bez predykcji [przypomnienie]:

p(y,0) =p(yl6)p(6)
» Model bayesowski z uwzglednieniem predykciji:

p(y.y7.60) = p(y/1y.6) p(».0)

(teorio—) model

prébkowy bayes.
rozktad bez
predyktywny predykcjt

» (Bayesowski) rozktad predyktywny:

p(y/ly) = j@p(yfﬁly)dH = J@p(yflay)p(ely) do

rozktad
a post.

- Rozktad predyktywny jest mieszankg tych tzw. (teorio-)prébkowych rozktadéw predyktywnych,
z rozktadem a posteriori jako rozktadem mieszajgcym (rdzne gestosci p(yf|9,y) — z uwagi na mozliwe
rozne wartosci 8 — sg ,wazone” gestoscig a posteriori reprezentujgcg niepewnosé¢ co do tych rdoznych
wartosci 8). Zatem — w odrdznieniu od (teorio-)prébkowego (in. , klasycznego”) — bayesowski rozktad
predyktywny uwzglednia w sobie niepewnos¢ zwigzang z parametrami.

— W konsekwencji mozna sie spodziewal, ze bayesowskie rozktady predyktywne z reguty beda
(troche) bardziej rozproszone od tych wyznaczonych na gruncie ,klasycznym” - a to dobrze czy
niedobrze?!



Podstawy predykcji bayesowskiej 5

» Wnioskowanie o yf — praktyka:

- Jezeli h > 1, tj. y/ jest wektorem, a nie skalarem, wéwczas przechodzimy na brzegowe rozktady

predyktywne poszczegdlnych wspétrzednych y7:

p(y/ly)=| pO/Iy)dy;
Rh-1

gdzie y\]; oznacza wektor yf PO usunieciu i-tej wspotrzedne,;.

- Rozktad brzegowy p(yif|y) uwzglednia w sobie niepewnos¢ zwigzang z pozostatymi wspoétrzednymi

- Charakterystyka p(yif|y) poprzez:

—

Predyktywne wartosci oczekiwane: E(yl-fly)

Mediany predyktywne: Me(yifly)

= | Bayesowskie prognozy punktowe

Modalne predyktywne: Mo(yif |v)

—

Predyktywne odchylenia standardowe: D(yifly)

—

Kwantyle predyktywne: Q,, (yl-fly)

Predyktywne przedziaty kwantylowe: <Qg(yif|y), Ql_g(yif|y)>
2 2

Przedziaty najwyzszej gestosci predyktywnej: HPredD (yif|y)

Przy wielookresowej
prognozie szeregow

czasowych, zwykle
prezentowane w formie

wykresu wachlarzowego

7




Podstawy predykcji bayesowskiej 6
» Wykres wachlarzowy (ang. fan chart, fan plot):

- Termin sformutowany i spopularyzowany przez Bank Anglii w raportach prognostycznych inflacji,
podawanych do informacji publiczne;j

- Swietnie nadaje sie do graficznej prezentacji wielookresowej, probabilistycznej prognozy szeregu
czasowego (czy to bayesowskiej, czy ,klasycznej”)

Fan chart w wersji przedziatowej (ang. interval) Fan chart w wersji percentylowej (ang. percentile)
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- R: funkcja fan w bibliotece fanplot — wymaga wczesniejszego uzyskania losowan z rozktadu

predyktywnego

- Paleta barw —str. 2 w: http://www.biecek.pl/R/PrzewodnikPoPakiecieRWydanielVinternet.pdf



http://www.biecek.pl/R/PrzewodnikPoPakiecieRWydanieIVinternet.pdf

Predykcja w BMNRL 1

» Przechodzimy do modelu regresji — rownanie:
1) W prébie:
= Skalarnie (t =1,2,...,T):

P1
Ve = B1Xe1 + BoaXep + 0+ LrXex + & = [Xp1 Xe oo Xex] '8;2 + & =X + &
X} '
(1xk) P
B
(kx1)

= Macierzowo: y=XB+¢

2) Poza prdébg — predykcja:

= Pojedyncza wspotrzedna yif (i=1,2,..,h): yif = xif,B + eif, xlf — ustalony:
f ..f f]

X; =[x Xy o X
— f -
X e{
= Wektor y/ (h > 1 prognoz): vyl =X'B+ ¢, )fj = :f ) Eﬁ = Ef
(hxk) Xn (hx1) €
— h

-wiersze-



Predykcja w BMNRL 2
» Model bayesowski — z predykcja:

p(y,v/,0) = p(y'1v,0) p(»,0)

(teorio—) model

prébkowy bayes.
rozktad bez
predyktywny predykcjt

a tak naprawde
p(.y7,01%,X7) = p(y/1y.6, X7 )p(y,01)
- dla zwieztoéci zapisu pomijamy dalej warunkowanie wzgledem X oraz X/
=2 p(y, 0) — omdwiony wczesniej (4 przypadki w zaleznosci od rozktadu a priori)
- Pytanie: jak wyglada p(yf|y, 9)?

Zatozenia KMNRL - dotyczagce rozktadu prébkowego (czyli rozktadu danych pod warunkiem
parametrow) ,obowigzujg” dla wszystkich obserwacji — zardwno tych w prébie, jak i tych spoza niej
(w przeciwnym razie model nie bytby spdjny!)

Zatem skoro [przypomnieniel:  p(y|8) = fi (y|XB,t71;),
wiec p(yfly,é’) = p(yf|9) = fl\}ll(yfleﬁ:T_llh)
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Predykcja w BMINRL 3

» Rozktad predyktywny [przypomnienie]:
p(¥'|y) = Jop(y/,6|y)de = [yp(v/|6,y) p(6ly) db

rozktad
a post.

- Szczegoty odn. p(yf | y) zalezg od przyjetego rozktadu a priori:

1) Reguta Jeffreysa z zaleznoscig [RJz] — nie rozwazamy...

2) Reguta Jeffreysa z niezaleznoscig [RIn] — da sie wyprowadzi¢ analityczna postac p(yfly)

3) Gamma-normalny z zaleznoscig [GNz] — da sie wyprowadzi¢ analityczna postaé p(yf|y)

4) Gamma-normalny z niezaleznoscia [GNn] — p(yf|y) nie jest zadnym znanym rozktadem

prawdopodobienstwa = koniecznos¢ zastosowania podejscia symulacyjnego

p(y'ly) = fh(y/|a’, Pf, n),

Ad [RIn] i [GNZz]:

_ 7 _ _ -1
gdzie a’ = Xx’a, Pl =2G, G=[I,+x'Cx""] ",
natomiast @, C, 71, § — patrz wczeéniejsze wyktady (RJn i GNz):

Rln GNz

= =XX)"Xy a=C"'Ca+XXP)
C=X'X C=C+XX
5=58)=(-xB) (y—xB) S=sp+y'y+aCa—acla
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Predykcja w BMINRL 4
» Charakterystyki tagcznego rozktadu predyktywnego (w przypadkach [RJn] i [GNz]):

p(y'|y) = fh(y’1a’, P/, n)

af =x'a,  Pr=1g¢ G =l +xCx'],
OE(yf|y)=df, dan>1
e« Mo(y'|y)=a’ (7 — dowolne)

e mediana w przypadku rozktadéw wielowymiarowych — za trudne...

7t = %6—1, dan>2 - Var(y/ly)=[v(/|y)],

°
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—~
<
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<
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o
|
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Predykcja w BMINRL 5

> Brzegowe rozktady predyktywne (tj. dla pojedynczych y{ ,i=1,2,..,h):
p(/y) =] O )aw; = (v |al, B
Rh-
gdzie y\fi oznacza wektor powstaty z y/ poprzez pominiecie i-tej jego wspdtrzednej, dlf jest i-tg

wspodtrzedng wektora @/, natomiast

SI

B/ = Prec(y|y) = (Var(yl Iy)) = =67
Uwaga: P/ + [Pf]
e Predyktywna wartos¢ oczekiwana:  E(y/|y) = a’ dlafi > 1
e Modalna i mediana predyktywna:  Mo(y/|y) = Me(y/|y) = a’ (7i — dowolne)
e Wariancja predyktywna: var(y/ly) = [V(y1y)], dlan > 2

e Predyktywne odchylenie standardowe: D(yifly) = \/Var(yif|y)
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Predykcja w BMINRL 6

» Brzegowe rozktady predyktywne (tj. dla pojedynczych y{ ,i=1,2,..,h):

,_ -1 ,_ -1
o HPrele_a(yif) = <C_llf —t% Pif , c_llf +t% Pl-f >,

gdzie ta — dwustronna wartos¢ kryt. w St(0, 1, 7n):
2

o Pr(lxl > tg) =1 — a, gdzie x~St(0, 1, n);
2

o ta w Excelu: —  =ROZKtAD.T.ODW(prawdopodobieristwo = a; stopnie_swobody = 1)
2

—  =ROZKL.T.ODWR.DS(prawdopodobienstwo = «; stopnie_swobody = 1)

(starsza wersja)

(nowsza wersja)
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