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Plan wyktadu

1) Konstrukcja BMNRL
a. Rozktad probkowy (funkcja wiarygodnosci) — wynika z KMNRL
b. Rozktad(y) a priori

2) Charakterystyka rozktadu(-6w) a posteriori

3) Testowanie pojedynczego parametru strukturalnego (w tym jego istotnosci)



Konstrukcja BMNRL - 1

» Zgrubne przypomnienie
e Réwnanie modelu regresji liniowej:

= Zapis skalarny —dla kazdegot = 1, 2, ..., T (= liczba modelowanych obserwacji):

b1
Ve = BiXer + PoXep + 0+ BrXep + & = [Xp1 Xez oo Xex) ﬁz + & =xf + &
p

Xt
(1xk) k
(kx1)
= Zapis macierzowy: y=X(+¢
V1 X111 X112 - X1k €1
1Yz ¥ = X21  X22 - X2k _|é2
Y=  EE =1
Y1lrx1) Xr1 Xr2 - XTE (TxK) €Tl (rx1)

e Sktadniki losowe:

= Zapisskalarny (t = 1,2,..,T): E(g) =0, Var(e) =02 Vis=1,.1 Cov(g, &) =0

t#s
g2 0 - 0
2 ..
= Zapis macierzowy: V(e) = V(e|lo?) =oc?l; = 0 G: . 0 =171,
a doktadniej ) '2
rzecz ujmujac 0 0 - o

gdzie 7 = (¢2)! = Prec(g;) = Prec(g:|6?), ©> 0 (Prec=1/Var, ale tylko w r. normalnym!)



Konstrukcja BMNRL - 2
» Wektor parametréw modelu:
_[B _ mk
e_ue@_]R X R,

» Model bayesowski:
r(y,6) =py|6)p(6)

e Rozktad prébkowy (funkcja wiarygodnosci): p(y[6) = L,,(8)??? (wynika z zatozers KMNRL)

p(B)p(t) PBit—aprioriniezalezne
e Rozktad a priori: p(0) = p(B,7) = p(Blt)p(t) Pit— apriorizaleine
s pB)y L it — apriori zalezne



Konstrukcja BMNRL - rozktad préobkowy

» Zatozenia KMNRL — w zapisie macierzowym
)y =X+ ¢
2) X — znana macierz nielosowa
3)rz(X) =k (& det(X'X) # 0) (=T =k)
4) E(e) = O(rx1) T
5)V(e) =V(elo?) =V(e|0) = 0%ly = v~ 7 Zatoienia 4-6 < €~N(T)(O(Tx1),r_1IT)
6) e~N .

> Pytanie o p(y|0) = L, (8):

o Skoro e~xNM(0ryyy, 771y) 1 y=XB+e, to y|@~NTD (1, %),
gdzie u=E(y|8) = Xp, Y =V(yl8) =V(elo?) =171,
e Zatem

I 1 1
pOI0) = i IXB, =7 y) = (2m) 2(dets) Zexp -2 (v — 1027 (v = 1)

rrt T
= (2m) Ir2 exp{~5 v ~ XY (v ~ XP)}



Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori

p(B)p(t) P it — aprioriniezalezne
»p(0) =pB,t) =3pBlt)p(r) PLit—apriorizaleine
sl pB) B it — apriorizaleine



Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 1

» Cztery typowe specyfikacje p(0):

[RJz] Reguta Jeffreysa (rozktad nieinformacyjny) — z zaleznoscig pomiedzy f i T

[RIn] Reguta Jeffreysa (rozktad nieinformacyjny) — z niezaleznoscig pomiedzy f it

[GNz] Rozktad gamma-normalny — z zaleznoscig pomiedzy S it

[GNn] Rozktad gamma-normalny — z niezaleznoscig pomiedzy f it



Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 2

|. [RJz] Regufa Jeffreysa — z zaleznoscig pomiedzy S it

p(B, 1) #p(Bp(®) i p@) xdeti(®) = = p;6) =p;(B 1) 1
- W jaki sposdb zalezy od 3?

6 1 Uwaga:
5 \ -, | € to nie s3 wykresy funkcji gestosci,
4 / , k
— = . . ——1 7 . .
; \ t > Itylko wyrazenia 72", ktdrego nie da sie
A . — _4 ,
\ _. | unormowac
2 z —k=5
: ) -®
k=7
O T M
O N M W0 W 1N A N N N N k=8
4T o Yo ™Mo @ 4 Mg e
o o o — — —

- Wady i zalety:
+ rozktad nieinformacyjny
+ rozktad a posteriori nalezy do znanej rodziny rozktaddéw p-stwa = wzory analityczne dla r. a posteriori

— rozktad niewtasciwy, ale r. a posteriori jest wiasciwy (niemniej, niewtasciwy r. a priori utrudnia kwestie
poréwnywania konkurencyjnych modeli — a tu bedzie to wazne...)



Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 3

Il. [RJn] Reguta Jeffreysa — z niezaleznoscig pomiedzy f i t

p(B,7) =pBp(r) i
p(B) x \/det[l(@)]ﬁﬁ =--oc>0 (flatpriory i p(r) x+/det[I(8)]; =+ xT7}

= p;0) =p;,BlOp;() xc-T7?

- Wady i zalety (jak dla RJz):
+ rozkfad nieinformacyjny
+ rozktad a posteriori nalezy do znanej rodziny rozktadow p-stwa = wzory analityczne dla r. a posteriori

— rozktad niewtasciwy, ale r. a posteriori jest wiasciwy (niemniej, niewtasciwy r. a priori utrudnia kwestie
porownywania konkurencyjnych modeli — a tu bedzie to wazne...)

- Ciekawostka: przy tym rozktadzie a priori, wnioskowanie bayesowskie o parametrach strukturalnych
,pokrywa sie” z podejsciem niebayesowskim = bayesowska reinterpretacja wynikéw , klasycznej” estymacji

e EBIY)=8=X'X)"Xy < Metoda Najmniejszych Kwadratow, MNK
e Przedziaty HPD dla parametrow strukturalnych pokrywajg sie z ,klasycznymi” przedziatami ufnosci
(lecz majg inng — zdecydowanie bardziej naturalng — interpretacje)



Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 4

[GNz] Rozktad gamma-normalny — z zaleznoscig pomiedzy S i T (hiperparametry)
PO =pBlOp@ i p@ =1 (7| 22) i p@ID) = fEBlaiCY

- Taki rozktad jest bardzo ,wygodny”/pragmatyczny, albowiem:

= p(B) = fR+ p(BlDp(t)dr = -+ = f&(B|a, P,n,) € k-wymiarowy rozktad t-Studenta
(a rozktad t-Studenta jest dobrze ,,znany i lubiany”, wiec tatwo z nim pracowac)
ng — liczba stopni swobody; a = Mo(f) — wektor niecentralnosci (takze E(f), gdy ny > 1)
P = Prec(B) = [pif]i,j=1,z,...,k = :—;’C - P = Prec(f) — macierz precyzji
= V(B) = %P‘l = %c—l, gdy ng > 2 Uwaga: V(B) = V(B|t) =t 1C?
0~ (Ve
= Jesli zadajemy E (1), Var(t) (alternatywnie D(7)) oraz V(f), to hiperparametry:
_ 5 E*(@) _ 5 E@
Mo = Var(t)’ 0™ “var@)’

= p(B;) = ka_lp(ﬁ)dﬁ\i = f&(Bila;, P;,ng) € 1-wymiarowy rozktad t-Studenta
= Var(B) = [V(B)lii= P = Prec(f;) = )) = no( i)t

Uwaga: P; # [P];; = pii
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Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 5

lll.  [GNz] Rozktad gamma-normalny — z zaleznoscig pomiedzy i T — C.D.

- Wady i zalety:
+ rozktad wtasciwy

+ rozkfad sprzezony = rozktad a posteriori jest tego samego typu (tj. gamma-normalny), wiec nalezy do

znanej rodziny rozktadéw p-stwa = wzory analityczne dla r. a posteriori
+ moze by¢ wykorzystany do specyfikacji ,,w przyblizeniu” nieinformacyjnego rozktadu a priori— a’la [Rlz]:

p(B|7) = fX(Bla,t71C™Y) « c przy diag(C™) — +oo  (vague prior, diffuse prior)

k
)ocri_l przyng =kisy = 0

p() = f5

— rozktad informacyjny (ALE i tak wraz z T — oo rola rozktadu a priori maleje)

Ng So
2’2

— okreslenie wstepnej wiedzy o zaleznos$ci pomiedzy S i T (poprzez C) moze by¢ nieco problematyczne, ale
zwykle przyjmuje sie, ze C jest pewng macierzg diagonalng (zera poza przekatnga)
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Konstrukcja BMNRL - rozktad(y) a priori 6

IV. [GNn] Rozktad gamma-normalny — z niezaleznoscig pomiedzy S it

p(B.D=pBp@ i p@=f0122) i p) = fEBlac™
=V(p)=Cc"!
= Jesli zadajemy E (1), Var(t) (alternatywnie D (7)), to hiperparametry (jak w GNz):
0 = E*(1) _ 9 E(7)
var(t)’ 0 var(t)

- Wady i zalety:

+ rozkfad wtasciwy

+ nie ma potrzeby okreslania wstepnej wiedzy o zaleznosci pomiedzy S it

+ moze by¢ wykorzystany do specyfikacji ,w przyblizeniu” nieinformacyjnego rozktadu a priori — a’la [RIn]:
p(B) = f¥(Bla,C™1) « c przy diag(C™') = +o0  (vague prior, diffuse prior)

p() = f (z

— rozktad informacyjny, ALE wraz z T — oo rola rozktadu a priori maleje

n S — .
f,;o)ocr Lorzyng - 0isyg — 0

— nie jest rozktadem sprzezonym i, co wiecej, rozktad a posteriori NIE nalezy do zadnej znanej rodziny
rozktadow p-stwa = BRAK wzordw analitycznych na charakterystyki r. a posteriori = koniecznos$¢ siegania
po zaawansowane metody symulacyjne w celu uzyskania proby (pseudo-)losowej z r. a posteriori — tzw.
metody Monte Carlo oparte na fancuchach Markowa; ang. Markov Chain Monte Carlo, MCMC
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Charakterystyka rozktadu a posteriori — rozktad tgczny

» Ponizej omowimy tylko przypadki Il (RJn) i lll (GNz), gdyz:
e | (RJz) —rzadko wykorzystywany w praktyce
e |V (GNn) — brak formut analitycznych - konieczno$¢ stosowania zaawansowanych metod

numerycznych (MCMC)

» Rozktad a posteriori — zaréwno w Il (RJn), jak i lll (GNz) — jest rozktadem gamma-normalnym:
_ ns
p(B,tly) = p(Bl, Mp(ly) = fi (Bla, T~ C~)f5 (TI 55)
Il (RJn) Il (GNz)
a=pf=XxX)"Xy a=C"1(Ca+XXp)
C=X'X C=C+XX
s=S(B)=(-xB)(y—XB) | S=sy+y'y+aCa—acla

—> Najbardziej nurtujgce nas PYTANIE: p(t|y), p(Bly), p(B;ly) =727
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Charakterystyka rozktadu a posteriori — rozktady brzegowe 1

» Brzegowy rozktad a posteriori dla T — juz mamy:

p(ly) = f3 (7155
o E(tly) =7
e D(aly) =Y

e Pozostate charakterystyki — numerycznie (w pakietach lub symulacyjnie)

» Brzegowy rozktad a posteriori dla B (czyli tgczny dla wszystkich parametréw strukturalnych)

p(B1Y) = [p, p(Ble.YIp(ely)dr = - = £ (Bla, P, ),

v | S

gdzieP =-C
e EBly)=a, dan>1

e Mo(Bly) =a (n — dowolne)
e mediana w przypadku rozktadéw wielowymiarowych — za trudne...)

c V@) =SP =0 dan>2 o Var(Bly) = V(B

> Zauwazmy, ze przy i » o0: p(Bly) = fE(Bla, P, » o) = fi¥ (Bla, V(Bly))
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Charakterystyka rozktadu a posteriori — rozktady brzegowe 2

» Brzegowe rozktady a posteriori dla pojedynczych 8; (i = 1, 2, ..., k):

PGl = |

Rk

_lp(ﬁb’)dﬂ\i = fs:(Bila;, Py, )

gdzie a; jest i-tq wspotrzedng wektora a, natomiast

_ n -1 n ____ _
P; = Prec(B;ly) = m(VaT(ﬁiD’)) = E([C )™

Uwaga: Pi - [P]ii

o Mo(B;ily) = Me(B;ly) = a; (7 — dowolne)
o Var(Bily) =V(BIW)]y dlan>2 - DBly) =+Var(Bly)

e HPD, ,(B;) = (di — ta /Pi_l, a; + ta /ﬁi_1>, ta —dwustronna wartosé¢ kryt. w St (0, 1, 70)
2 2 2

o Pr(|x| > tg) =1 — a, gdzie x~St(0, 1, 7);
2

O ta W Excelu: —  =ROZKtAD.T.ODW(prawdopodobieristwo = a; stopnie_swobody = 1) (starsza wersja)
2

—  =ROZKtL.T.ODWR.DS(prawdopodobienstwo = «; stopnie_swobody = 1) (nowsza wersja)
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[RJn] = bayesowska reintepretacja MNK

Charakterystyka rozktadu a posteriori
» Zauwazmy, ze w przypadku [RIn] otrzymujemy konkretnie
¢ E@BIl) =B =X'X)"Xy, E@Bly)=pF  daia>1
e Mo(Bly) =B,  Mo(Bily) = Mo(Bily) =p;  (ii—dowolne)
;-1 S s(B T-k +,4 _
e VBl = =01 = 2By = TS g - T pigy dlan> 2
7(B)=s2(x'x)"1
_k A
¢ D) = Tar ) =BT = (i [IPB)], = (s DG
"klasyczny"
btad sredni
szacunku [;
—>Zauwazmy, ze :ljz |y) > D(B;), czyli bayesowska ocena niepewnosci
whioskowania o parametrze [5; jest zawsze wieksza anizeli ,klasyczna” (choé zbiegajgw T — o)
- Ale dlaczego? = | czy to ,, dobrze”, czy ,niedobrze”?

—> | czy w ogdle mozna poréwnywacé D(B;|y) z D(f;)?

e HPD; o(B;) = <al — ta ,P Loa;+ t“,’ > :81 — t“D(:Bl) ﬁl + t“D(:Bl)) = ,klasyczny
> [pri= e = f2iwn = [P, = péo

|U1|

S|
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Testowanie pojedynczego parametru strukturalnego

> Bayesowskie testowanie hipotez statystycznych = ,temat rzeka”...

» TU: rozwazmy uktad hipotez — typowy na gruncie ,klasycznym” (i € {1, 2, ..., k}):
Ho:Bi=pB; vs. Hyi:Bi# B;

- Test Lindley’a: Czy 5; € HPD,_,(f;) (przy zadanym poziomie p-stwa a posteriori 1 — a):

e TAK: Testowana wartos¢ [5; parametru f5; jest wiarygodna (wspierana przez dane), co wskazuje
na zasadnos¢ H,

e NIE: Testowana wartos$¢ ;" parametru [5; NIE jest wiarygodna (nie jest wspierana przez dane), co
wskazuje na zasadnos¢ H,

= W szczegdlnosci — testowanie istotnosci pojedynczego parametru: 5 = 0

Hy:B; =0 vs. Hi:p; # 0
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