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Rozktad a priori we wnioskowaniu bayesowskim 1

» Przypomnijmy wzdr Bayesa:

P, 0) _ p(v16)p(6)
p(y) p(y)

» Statystyka bayesowska ,oferuje” w petni probabilistyczny — bo za pomocy ,catego” rozktadu
prawdopodobienistwa, p(f|y) — obraz niepewnosci zwigzanej z wnioskowaniem o parametrach
(zamiast tylko oceny punktowej, btedu szacunku, czy nawet przedziatow ufnosci). Jednak formalnie
poprawne — bo za pomocg formalnie prawidtowej formuty, tj. wzoru Bayesa — uzyskanie tego rozktadu
(czyli rozktadu a posteriori) wymaga obecnosci rozktadu a priori, p(8), ktory to rozktad musimy zadac
W jakis sposdéb”, chocbysmy nawet nie chcieli ,zanieczysci¢” przezen tej informacji o parametrach,
ktdéra niosg ze sobg dane (a ktéra ,,wchodzi” do modelu poprzez rozktad prébkowy, p(v|0), czyli
funkcje wiarygodnosci)

p(Oly) =

» Skoro musimy tu (czyli na gruncie statystyki bayesowskiej) wprowadzi¢ jaka$ (nie)wiedze o
parametrach a priori do modelu statystycznego (czego nie ma na gruncie , klasycznym”), to mozna
zadac pytanie: Czy to dobrze, czy niedobrze??



Rozktad a priori we wnioskowaniu bayesowskim 2

» Rdzne aspekty obecnosci rozktadu a priori w modelowaniu bayesowskim:

o Zalety:

1) umozliwia wprowadzenie do modelu statystycznego dodatkowej (poza samymi tylko danymi)
informacji/wiedzy o parametrach = ,naturze” modelowanego zjawiska, w tym wiedzy
eksperckiej czy tez wynikajgcej ze znajomosci podobnych badan

2)ta z poprzedniej strony: umozliwia skorzystanie ze wzoru Bayesa, w wyniku ktorego
uzyskujemy caty rozktad prawdopodobienstwa dla parametréw

e \Wady/ograniczenia:

1) Sam fakt koniecznosci wprowadzenia informacji a priori do modelu (a my moze bysmy wtasnie
tego nie chcieli?)

- ALE: rozktady nieinformacyjne (w dalszej czesci tego materiatu) lub w przyblizeniu takowe

2) Stwarzajg mozliwos$¢ manipulacji (,forsowania”) wynikdw a posteriori — poprzez odpowiednie
zaciesnienie rozktadu a priori nie pozwalamy danym ,,przemowic¢” zbyt swobodnie

- ALE:
- taki dogmatyzm jest brakiem uczciwosci badawczej :/
- mozemy przeprowadzi¢ analize wrazliwosci rozktadu a posteriori na rézng informacje a priori

- wptyw rozktadu a priori na a posteriori maleje wraz ze wzrostem liczebnosci proby



Sprzezone rozktady a priori 1

» Definicja:
Mowimy, ze rozktad a priori danego typu (tj. nalezagcy do danej rodziny rozktadéw
prawdopodobienistwa, np. gamma, beta, normalny) jest rozktadem sprzezonym (ang. conjugate prior)
— w domysle: sprzezonym z dang funkcjg wiarygodnosci (rozktadem prébkowym) — wtedy i tylko
wtedy, gdy uzyskiwany przy nim rozktad a posteriori jest tego samego typu, co ow rozktad a priori (tj.
nalezy do tej samej rodziny rozktadow p-stwa, np. — odpowiednio — gamma, beta, normalny)

» Przyktady:
e Model dla obserwacji z rozktadu wykfadniczego (tj. y;|A~iiExp(A), t = 1,2, ....,T):

p(1) = f¢(Ala,b) > p(Aly) = fs(A]a,b)

e Model dla obserwacji z rozktadu Poissona (tj. y;|A~iiPois(1), t = 1,2, ....,T):
p(D) = fz(Ala,b) » p(Aly) = f(Ala,b)

e Model dla préb Bernoulliego (tj. y;|@~iiDwupunkt. (), t =1,2,....,T):
=> pelo) =7 (1 — )7, ¥, €{0,1}, ¢ €[0,1]:
p(®) = fre(@la,b) = p(ely) = fze(@la,b)
» Petny wykaz rozktadéw sprzezonych dla prostych modeli jednoparametrycznych — nastepna strona



Sprzezone rozktady a priori 2

» Petny wykaz rozktadow sprzezonych dla prostych modeli jednoparametrycznych

Typ rozktadu obserwacji

Rozktad probkowy pojedyncze;j
obserwacji, p(v;|0)

Sprzezony rozktad a priori

Uwagi

Dwupunktowy (ang. Bernoulli

. Beta
distribution)
Dwumianowy (ang. binomial
distribution; pl. rozktad Beta
Dvskretn Bernoulliego)
y y Pascala (tzw. ujemny rozktad
. Beta
dwumianowy)
Geometryczny Beta
Wielomianowy Dirichlet
Poissona Gamma
Dla parametru ksztattu, tj. a, nie
. L. Gamma - tylko dla parametru ,rate”, tj. b, | istnieje sprzezony rozktad a priori.
Gamma — przy ustalonej wartosci ) .
. w rozktadzie y;|a,, b, ~G(a,,b,), Rozktad gamma dla b,, jest
parametru ksztattu (tj. tego 7 )
. _ Yy warunkowo sprzezonym rozktadem
pierwszego) E(yt|ay; by) =—= e .
b, a priori — bo przy ustalonej
wartosci a,,
Ciggty Rozktad wyktadniczy = szczegdlny

Wyktadniczy

Gamma

przypadek rozktadu gamma
(z parametrem ksztattu rownym 1)

Normalny, N(u, 2) —dla u, przy
ustalonej o2

Normalny

Normalny, N(u, %) —dla o2, przy
ustalonej u

Odwrécony gamma —dla 62 (wariancja)
Gamma-—dlat = (6?)! (precyzja)

» Czesto wykorzystywane w praktyce! But why??!

» OK, ale jak zadawac wartosci hiperparametrow? = To wprowadzi ,jakas” informacje a priori




Nieinformacyjne rozktady a priori 1

» Zwane tez obiektywnymi (ang. objective priors) albo referencyjnymi (ang. reference priors)

» Cho¢ w zamysle ma wyraza¢ moéj brak wstepnej wiedzy o parametrach, w istocie nie istnieje cos
takiego jak dosfownie nieinformacyjny rozktad a priori — ...

» Istnieje wiele koncepcji wyznaczania rozktadéw nieinformacyjnych — w czasie naszych zaje¢ poznamy
tylko jedng z nich: regute Jeffreysa, oparta na macierzy informacyjnej Fishera :) (o czym za chwile)

» Kiedy siegamy po rozktady nieinformacyjne, a kiedy informacyjne (czyli nie zalezy nam az ,tak bardzo”
na nie-informacyjnosci):

e Rozktady informacyjne — w zagadnieniach zwigzanych z podejmowaniem decyzji (np.
biznesowych), gdy chcemy ,wzmocni¢” informacje, ktdérg niosg dane, o naszg wiedze ekspercks,
doswiadczenie, czy wyniki wczesniejszych, analogicznych badan

e Rozktady nieinformacyjne — w zagadnieniach wnioskowania naukowego, gdzie - jak
w laboratorium — zalezy nam na pewnej ,sterylnosci”, aby naszg wiedzg nie ,zanieczyscic¢”
informacji ptynacej z danych (albo raczej: ,zanieczysci¢” w mozliwie najmniejszym stopniu)

—> Problemy:

o Samo wyznaczenie rozktadu nieinformacyjnego (dla danego rozktadu prébkowego) — da sie go wyznaczy¢ tylko w
relatywnie prostych modelach (wiekszosci jednoparametrycznych i KMINRL, ale juz nie dla modeli GARCH czy SV)

o Zwykle (choé¢ z nielicznymi wyjgtkami) wyprowadzony rozktad nieinformacyjny okazuje sie tzw. niewfasciwym
rozktadem prawdopodobieristwa (o czym pdzniej), co komplikuje nie tyle same wyznaczenie rozktadu a posteriori (choé
tez moze), co nastepnie poréwnywanie réznych, konkurencyjnych modeli bayesowskich do opisu tego samego zjawiska
(na gruncie bayesowskim nie ,,zatatwiamy” tego za pomoca R? czy nawet kryteridw informacyjnych...)



Nieinformacyjne rozktady a priori 2

» Reguta Jeffreysa:
Niech 1,,(8) = InL,,(8), za$ I(8) oznacza macierz informacyjna Fishera:

aZIy(9)>

Jezeli p(@) « /detI(8), to rozktad p(8) wprowadza do modelu najmniejszg (w poréwnaniu do
funkcji wiarygodnosci) informacje o 8. Taki rozktad bedziemy okresla¢ mianem nieinformacyjnego
rozktadu Jeffreysa i oznacza¢ symbolem p,(6).



Niewtasciwe rozktady a priori 1

> Definicja: Niewtasciwym rozktadem a priori (wektorowego) parametru 8 = (6, 6, ... 6;)' € @ € RS
nazywamy ,rozktad” prawdopodobienstwa o takiej ,funkcji gestosci” p(0) , ze

Jor(0)d6 = +oo,

ale © da sie rozbi¢ na sume przeliczalnie wielu roztagcznych podzbioréw miary skonczone;j.

» Przyktady (wszystkie one okazg sie by¢ nieinformacyjne w modelach regresji liniowej)
e p(f) xc, ¢ > 0 —dowolna stata dodatnia, zas 8 € R (tzw. flat prior) = r. jednostajny na R

e p(0) xc, ¢ > 0 — dowolna stata dodatnia, zas & € R? (tzw. flat prior) — r. jednostajny na R?

* p(f) x 071, 0¢€ R, — ramie hiperboli w | ¢wiartce: f0+008‘1dw = ... = 400

» Po niewtasciwe rozktady a priori nie siegamy z jakiejkolwiek innej przyczyny, jak tylko wtedy gdy
okazujg sie po prostu rozktadami nieinformacyjnymi

» Okazuje sie, ze bardzo czesto (cho¢ NIE zawsze) przy niewtasciwym rozktadzie a priori, uzyskiwany
rozktad a posteriori jest jednak rozktadem wtasciwym, przez co da sie przeprowadzi¢ jego analize

- Witedy jednak znaczgco komplikuje sie pordwnywanie konkurencyjnych modeli (opowiemy sobie o tym w
przysztosci)



Niewtasciwe rozktady a priori 2

» Powyizsze przyktady okazg sie nieinformacyjne w modelach normalnej regresji liniowe;j:
Ve = Bixer + BoXep + o+ BXe + & = xB + &, &~iiN(0,0%> =171), 7= Prec(s)
e p(f;) xc>0, p(B)xc>0 (flat priors)
e p(1) x 171

—> Zamiast p(f;) < ¢ mozna by przyja¢ rozktad ,w przyblizeniu” ptaski, np. normalny o duzej
wariancji (ang. vague priors, diffuse priors) = rozktad w przyblizeniu nieinformacyjny

- Dla p(7) « 77! moina zauwazyé, ze T = 1971707 « f.(7|a —» 0,b — 0), a zatem rozktadem
——
1

w przyblizeniu nieinformacyjnym dla precyzji sktadnikdw losowych bytby tu rozktad gamma o
hiperparametrach a i b bliskich 0

» UWAGA ogodlna: Gdyby przy danym niewtasciwym rozktadzie a priori rozktad a posteriori okazat sie
takze niewtasciwy (czyli fep(Hly)dH = 4+0), wowczas méwimy, ze rozktad a posteriori nie istnieje
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Podsumowanie

» Zalety stosowania rozktadow Jeffreysa (jesli da sie go w ogdle wyznaczy¢ dla danej postaci funkgji
wiarygodnosci, bo nie zawsze — tj. nie dla wszystkich modeli prébkowych — jest to mozliwe):

e nieinformacyjnosc

e niezmienniczos¢ wzgledem wzajemnie jednoznacznych reparametryzacji modelu (tj. jesli mamy
rozktad Jeffreysa np. dla A, a chcemy zreparametryzowa¢ model przyjmujac w =%, to jesli

przeksztatcimy p;(A) odpowiednio na rozktad dla w, to 6w rozktad dla w takze bedzie
nieinformacyjny (w sensie reguty Jeffreysa))

» Wady/ograniczenia stosowania rozktadow Jeffreysa — te wskazane juz wczesnie;j:

e Problem moze stanowi¢ juz samo wyznaczenie rozktadu nieinformacyjnego (dla danego rozktadu
probkowego) — jest to mozliwe tylko w relatywnie prostych modelach (wiekszosci jednoparametrycznych i
KMNRL, ale juz nie dla modeli GARCH czy SV)

e Zwykle (cho¢ z nielicznymi wyjgtkami) wyprowadzony rozktad nieinformacyjny okazuje sie tzw. niewtasciwym
rozktadem prawdopodobienstwa, co komplikuje nie tyle same wyznaczenie rozktadu a posteriori (cho¢ tez
moze), co nastepnie poréwnywanie réznych, konkurencyjnych modeli bayesowskich do opisu tego samego
zjawiska

- ALE:

» Mozna pokazaé, ze te rozktady Jeffreysa, ktére sg niewtasciwe (znaczgca wiekszosc¢), stanowig graniczne przypadki
rozktadéw sprzezonych (przy hiperparametrach dazgcych np. do 0), co mozna wykorzysta¢ do zadania rozktadu
a priori w przyblizeniu nieinformacyjnego (odpowiednio zadajgc warto$é hiperparametru bliskg wiasnie tej jego
granicznej wartosci, np. 0)
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Podsumowanie

» Co nalezy kazdorazowo rozeznac przy specyfikowaniu rozktadu a priori?

1) Czy dla danego rozktadu prébkowego istnieje sprzezony rozktad a priori?

— wygoda/pragmatyzm siegania po sprzezone rozktady a priori
— zauwazmy(!): rozktady sprzezone sg zawsze wtasciwymi rozktadami p-stwa

— z reguty s ,mniej lub bardziej” informacyjne (musimy jakos$ ,arbitralnie” zada¢ wartosci
hiperparametrow, zwykle zapewniajgc odpowiednie rozproszenie), cho¢ czasem okazuje sie, ze dla
pewnych wartosci hiperparametrow uzyskujemy wtasciwy rozktad nieinformacyjny Jeffreysa (jak w
przypadku modelu dla préb Bernoulliego)

12



Podsumowanie

» Co nalezy kazdorazowo rozeznac przy specyfikowaniu rozktadu a priori?

2) Czy dla danego rozktadu prébkowego istnieje nieinformacyjny rozktad a priori?

— pozgdane we wnioskowaniu naukowym (w odrdznieniu od kontekstu decyzyjnego)
— czy wyznaczony (wg reguty Jeffreysa) rozktad jest wfasciwym rozktadem p-stwa?
TAK: czy jest sprzezony?
NIE: czy rozktad a posteriori jest wowczas wtasciwym rozktadem p-stwa?

TAK: zatem rozktad a posteriori istnieje i da sie go analizowa¢, ALE gdybysmy chcieli
porownaé¢ moc wyjasniajgcg takiego modelu (z niewtasciwym rozktadem a priori) z innymi,
konkurencyjnymi modelami (np. o innych rozktadach a priori), to bedzie to co najmniej
problematyczne... Lepiej wtedy zastgpi¢ niewtfasciwy rozktad a priori jakims rozktadem
wiasciwym (najlepiej sprzezonym) o mozliwie podobnym ksztatcie (np. bardzo rozproszony
rozktad normalny jako ,proteza” = przyblizenie rozktadu jednostajnego na catej osi liczb
rzeczywistych)

NIE: zatem rozktad a posteriori NIE istnieje, wiec jego analiza jest po prostu niemozliwa
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Przyktady
Zadanie 1.1 [c.d. Zadania 1: model dla obserwacji z rozktadu wyktadniczego]

Wyznacz nieinformacyjny rozktad a priori dla parametru A.

Zadanie 2.1 [c.d. Zadania 2: model dla obserwacji z rozktadu Poissona]

Wyznacz nieinformacyjny rozktad a priori dla parametru A.

Zadanie 3.1 [c.d. Zadania 3: model dla préb Bernoulliego]

Jak wygladatby Twoim zdaniem, tak intuicyjnie, nieinformacyjny rozktad a priori dla odsetka studentéw
pracujgcych, @? Wyznacz nieinformacyjny rozktad a priori stosujgc regute Jeffreysa i poréwnaj z rozktadem

,intuicyjnie nieinformacyjnym”

» W kazdym z powyzszych zadan sprawdz:
e Czy wyznaczony nieinformacyjny rozktad a priori jest rozktadem sprzezonym?
e Czy wyznaczony nieinformacyjny rozktad a priori jest witasciwym rozktadem p-stwa?

= Jesli nie, to czy rozktad uzyskiwany a posteriori jest wtasciwy?

14



