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Prawdopodobienstwo — revisited

» Pytanie 1: Jakie jest prawdopodobienistwo, ze jutro miedzy 7:00 a 9:00 spadnie deszcz?



Prawdopodobienstwo — revisited

» Pytanie 2: Mam w rece monete 5 zt. Jakie sg szanse, ze jesli nig rzuce, to wypadnie orzet?



Prawdopodobienstwo - revisited

» Interpretacje prawdopodobienstwa:

e ,klasyczna” — prawdopodobienstwo ,obiektywne”, czestosciowe (definicja Andrieja
Kotmogorowa, doprecyzowujgca te zaproponowang wczesniej przez Richarda von Misesa),
rozumiane jako idealizacja czestosci wzglednej; zwane takze ,fizycznym”, ale p-stwo NIE jest
jakas cechg fizyczng, immanentnie zwigzang z i okreslajaca jakis ,,obiekt” (np. monete, urne czy
kurs walutowy), zdarzenie czy zdanie logiczne (hipoteze)

e bayesowska — prawdopodobienistwo jest miarg subiektywnego stopnia przekonania/pewnosci co
do zajscia jakiegos$ zdarzenia (losowego, tj. obarczonego niepewnoscig) czy prawdziwosci pewnej
hipotezy

- Prawdopodobienstwo jest jak ... — kazdy ma swoje ;) ALE nie oznacza to jakiego$ dogmatyzmu
(Moje prawdopodobieristwo jest ,najmojsze”, i za Chiny Ludowe go nie zmienie!)

- P-stwo ma 2 swoje zrodta: wychodzimy od p-stwa a priori (czyli przed doswiadczeniem,
eksperymentem, przed wglagdem w dane, w empirie), a nastepnie modyfikujemy je wraz z
naptywajgcymi danymi = aktualizacja wiedzy (,mojej” wiedzy, rozumianej tu jako ,moje”
wyobrazenie o ksztattowaniu sie niepewnosci odnosnie danego zdarzenia/hipotezy itp.)

- Statystyka bayesowska oferuje w petni formalny, zgodny z podstawowymi zasadami rachunku
prawdopodobienstwa (wychodzgc od definicji wg. Pierre Simone de Laplace), wewnetrznie
spojny (koherentny) — choc tez nie pozbawiony pewnych paradokséw — sposdb modyfikacji mojej
wiedzy a priori w_a posteriori (tj. po doswiadczeniu, po wglagdzie w dane/obserwacje), czyli
sposob wyznaczania ,,mojej” koncowej wiedzy, poprzez potgczenie wiedzy a priori z informacja
ptynaca z obserwacji (co jest zgodne z neurofizjologig procesu uczenia sie :)




Nie zawsze ,,a priori” oznacza od razu ,Bayesa” :)




Prawdopodobienstwo - revisited

> Powtorzmy:

e P-stwo jest matematycznym sposobem wyrazania ,mojego” (zatem subiektywnego) stopnia
przekonania (a tym samym stopnia niepewnosci)

- Na gruncie statystyki bayesowskiej prawdopodobienstwo ma interpretacje subiektywistyczng

e P-stwo ulega modyfikacji (w wyniku procesu ,uczenia sie”, aktualizacji wiedzy) — od
wiedzy/informacji wstepnej (tzw. a priori, czyli przed wgladem w dane/obserwacje) do wiedzy
koncowej (tj. a posteriori, czyli uwzglednieniu informacji zawartej w danych; ang. evidence)

- W modelowaniu parametrycznym (np. regresji) owa ,wiedza”/niepewnos¢ dotyczy¢ bedzie
parametrow modelu

e Matematyczny dowdd istnienia i jednoznacznosci p-stwa jako miary subiektywnego stopnia

przekonania nie jest trywialny, ALE JEST :) (XX w.: Morris H. DeGroot, Bruno de Finetti, Leonard
Savage)



Dwa podejscia do wnioskowania statystycznego

» Dwa wiodgce — istniejg jeszcze inne koncepcje...

» Te dwie wzmiankowane w tym miejscu bazujg, odpowiednio, na ,klasycznej” i bayesowskiej
interpretacji prawdopodobienistwa:

e Statystyka ,klasyczna” — inaczej: niebayesowska, czestosciowa (ang. frequentist
statistics/inference, frequentist approach to statistics):

= Jerzy Sptawa Neyman (1894-1984) — przedziaty ufnosci
= Ronald Fisher (1890-1962) — MNW
e Statystyka bayesowska (ang. Bayesian statistics/inference, Bayesian approach to statistics):

= Thomas Bayes (1702-1760) — angielski matematyk i duchowny;
twadrcg jako tako nie jest, ale autorem stawetnego wzoru Bayesa (na
p-stwo warunkowe; opublikowanego posmiertnie):

Pr(ANnB) Pr(B|A)Pr(4)
Pr(B) ___ Pr(B)

= Pierre Simone de Laplace (1749-1827) — pierwsza formalna definicja G |
p-stwa

Pr(A|B) =

— Chronologicznie podejscie bayesowskie jest bardziej , klasyczne” niz
podejscie , klasyczne” ;)

- Odnowiciele bayesizmu: Harold Jeffreys, Bruno de Finetti, Leonard Savage, Arnold Zellner



Statystyka bayesowska — wyrozniki
» Podejscie bayesowskie do statystyki odrdznia sie od ujecia wnioskowania , klasycznego” w co najmnie;j
kilku aspektach, wsrdd ktérych za fundamentalne mozna uznac:
e Od strony epistemologii (czyli filozofii poznania): subiektywng — w odrdznieniu od czestosciowej —
interpretacje p-stwa
- p-stwo jako miara ,mojego” stopnia niepewnosci — najbardziej adekwatng metodg do
wyrazu/ujecia tej niepewnosci okazujg sie rozktady prawdopodobieristwa

e Od strony ,technicznej”: wszystkie elementy modelu statystycznego (tj. zaréwno dane, jak i —
UWAGA — parametry!) sg zmiennymi losowymiy = X + ¢

- dla tych, ktdérych nie dowierzajg w to, co styszg powtdérzmy: na gruncie bayesowskim
PARAMETRY sg ZMIENNYMI LOSOWYMI

- przypomnijmy: na gruncie , klasycznym” parametry s3... (?)
» Analogia pomiedzy parametrami (bayesowskiego) modelu statystycznego a potozeniem elektronu
(fizyka kwantowa)
» Tak wiec na gruncie bayesowskim parametry modelu majg swoje... rozktady prawdopodobienstwa

- Nie ma wiec potrzeby konstruowania czegos takiego jak estymator (=funkcja danych, ktéra ma
yustrzelic” nieznang, statg warto$¢ parametru), cho¢ na gruncie bayesowskim takze (o ile chcemy)
mozemy wyznacza¢ oceny punktowe parametréw (czyli punktowe wskazania jego potozenia) — jako
wartos¢ oczekiwana/mediana/modalna rozkfadu — ale juz nie estymatora, tylko bezposrednio
parametru (wydaje sie bardziej naturalne :)



Whnioskowanie bayesowskie — to , lepsiejsze” ;)

» Zasadniczo, statystyka bayesowska:

e daje po prostu petny obraz ksztattowania sie niepewnosci co do mozliwych wartosci parametréw
(poprzez bezposrednio ich — a nie estymatora — rozktady prawdopodobieristwa), a o to wifasnie
chodzi w statystyce (€< nauka o niepewnosci, a nie — by tak rzec — o ocenach punktowych)

e wewnetrznie spdjne (najbardziej ze wszystkich podejs¢ do wnioskowania statystycznego, cho¢ w
dalszym ciggu nie jest wolne od pewnych paradokséw)

e bardzo wymierna i juz teraz namacalna dla Panistwa korzysé¢ z WB: w koncu naturalnie brzmigce
interpretacje przedziatéw ,ufnosci” (zwanych w statystyce bayesowskiej przedziatami
wiarygodnosci; ang. credible intervals)

» Choc¢ ,lepsze”, to jednak jego zwolennikom/twdércom/propagatorom nie szczedzono batéw na
przestrzeni dziejow. Te przeplatajgco-scierajgce sie dzieje statystyki bayesowskiej i ,klasycznej” to
istna ,,Moda na sukces”...

—> Sharon B. McGrayne, (2011), The Theory That Would Not Die: How Bayes' Rule Cracked the Enigma
Code, Hunted Down Russian Submarines, and Emerged Triumphant from Two Centuries of
Controversy, Yale University Press
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Bayesowski model statystyczny — krok po kroku

» Patrz materiat ,Podstawowe pojecia.pdf’ (Moodle, w sekcji ,Materiaty pomocnicze”)

» We wnioskowaniu statystycznym (kazdym parametrycznym, nie tylko bayesowskim) mamy zasadniczo
dwa obiekty: dostepne dane (obserwacje) i parametry (pomijamy prognozowanie, gdzie mamy
jeszcze obserwacje niedostepne):

e Dane — wektor obserwacji dostepnych:
y=01y, -~ yr))€ Y CSR’

w 4
przestrzen

obserwacji

- dla y zaktadamy, ze zostaty ,wygenerowane” zgodnie z pewnymi zatozeniami (np. KMNRL),
przyjmujac dla nich tzw. model probkowy (ang. sampling model) albo inaczej rozktad probkowy,
czyli rozktad obserwacji, przy zatozeniu konkretnych (cho¢ o nieznanych wartosciach) parametréw,
6 — przyktadowo w KMNRL:

1
p|B, %) = fy WIXB,0%Ir) = (Zﬂ)‘g(az)_g exp {— 752V~ XB)' (v — Xﬁ)}

- p(x) — notacja rodzajowa: funkcja gestosci / masy rozktadu prawdopodobierstwa zmiennej x
- ten ,mechanizm powstawania obserwacji” — jesli spojrze¢ na niego tak, jakby argumentem byty
parametry, a nie obserwacje — to zarazem funkcja wiarygodnosci (ang. likelihood function), L, (6):

L,(®) = p©ul6)
D N——
funkcja rozktad/model
wiarygodnoSci probkowy

- Uwaga: y jako wektor losowy (wektorowa zmienna losowa, wektor zmiennych losowych) ORAZ vy
jako realizacja tego wektora (notacyjnie tego tu nie rozrézniamy)
11



Bayesowski model statystyczny — krok po kroku

» Patrz materiat , Podstawowe pojecia.pdf’ (Moodle, w sekcji ,, Materiaty pomocnicze”)

» We wnioskowaniu statystycznym (kazdym parametrycznym, nie tylko bayesowskim) mamy zasadniczo
dwa obiekty: dostepne dane (obserwacje) i parametry (pomijamy prognozowanie, gdzie mamy
jeszcze obserwacje niedostepne):

e Parametry — wektor (wszystkich) parametrow danego modelu:
8 — (91 92 95) € @ - RS

w 7/
przestrzen

parametrow
- przypomnijmy, ze ,tu”: 8 — wektor losowy (a nie nieznanych statych, jak w ujeciu czestosciowym)
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