Charakterystyka rozktadu a posteriori

Przed nami kolejne zagadnienie — kluczowe w bayesowskiej analizie statystycznej: otdz, w jaki sposéb
przestawié/komunikowaé naszg konicowa, ujetg w rozktadzie a posteriori wiedze o parametrach? Odpowiedz:
poprzez jego charakterystyki, porownujgc je z odpowiednimi charakterystykami rozktadu a priori. To poréwnanie
rozktadu a posteriori z rozktadem a priori pozwala stwierdzié, na ile dane zmodyfikowaty nasze wstepne
przekonania/wyobrazenia o parametrach. Charakterystykami rozktadéw a priori i a posteriori, ktére sie z reguty
poddaje analizie, sa:

1) Gestosci rozktadéw brzegowych
2) Charakterystyki potozenia:
a. Wartosc¢ oczekiwana
b. Modalna
c. Kwantyle (w tym mediana)
3) Charakterystyki rozproszenia:
a. Wariangja
b. Odchylenie standardowe
c. Rozstep miedzykwartylowy
4) Wspotczynniki korelacji miedzy parametrami

5) Prawdopodobieristwo interesujgcego podzbioru przestrzeni parametrow

W dalszym ciggu oméwimy kolejno wymienione wyzej wielkosci/obiekty.

Ad 1) Gestosci rozktadow brzegowych

Jedng z podstawowych zalet wnioskowania bayesowskiego jest to, ze dostarcza ono petnego obrazu
niepewnosci zwigzanej z estymacjg parametrow, przy czym niepewnos$¢ ta jest odzwierciedlona w stosownych
rozktadach prawdopodobieristwa (a priori — przed uwzglednieniem informacji zawartych w danych, a posteriori —
po uwzglednieniu tych informacji). O ksztattowaniu sie tej niepewnosci najpetniej informuje badacza przebieg
wykresow odpowiednich funkcji gestosci (ktére moga sie charakteryzowa¢ mniej lub bardziej regularnym
przebiegiem, odznaczac sie wielomodalnoscig, grubymi ogonami, asymetriami, ,,garbami”, itp.). Trzeba jednak by¢
Swiadomym naturalnego ograniczenia zdolnosci percepcyjnych naszych zmystédw juz w przypadku rozktaddéw 3- i
wiecej-wymiarowych. Oczywiscie, graficzna prezentacja funkcji gestosci parametréw jest mozliwa tylko w
przypadku, gdy wektor 0 jest 1-, 2- lub maksymalnie 3-wymiarowy. Wéwczas wykresy gestosci sg, odpowiedni,
tworzone w 2D, 3D i 4D. Ten ostatni przypadek — choc¢ teoretycznie mozliwy — wymaga juz nie lada ,,skillu” w
zakresie wyobrazni przestrzennej i odpowiednich narzedzi graficznych (o tworzeniu wykreséw 4D mogg Panstwo
zobaczy¢ kilka prezentacji na YouTube;). Dlatego tez, w praktyce, najczesciej prezentowane sg wykresy 1-
wymiarowych rozktadéw brzegowych (wykresy 2D), rzadziej — 2-wymiarowych (wykresy 3D). W kazdym z
wymienionych tu przypadkéw koniecznym jest uzyskanie funkcji gestosci stosownego rozktadu brzegowego:

e qpriori:
0 p(0;), gdy interesuje nas pojedynczy parametr, 6;;

0 p(0, 6)), gdy interesuje nas para (6, 6));



e g posteriori:
0 p(6:]y), gdy interesuje nas pojedynczy parametr, 6;
0 p(0; 6;]y), gdy interesuje nas para (6;, 6)).

Zauwazmy, ze rozktady: p(0,0;) i p(0;,6;]y) sa, z jednej strony, fgczne (bo dotycza dwédch parametréw
jednoczesnie), z drugiej za$ — brzegowe, poniewaz otrzymujemy je z rozktadow, odpowiednio: p(0) i p(0]y)
poprzez scatkowanie tych ostatnich wzgledem wszystkich pozostatych parametréw. Niemniej jednak, zwykle o
p(6;, 6;) i p(B; 6;]y) méwi sie jako o rozktadach brzegowych (z dopowiedzeniem: 2-wymiarowych), poniewaz ten
ich aspekt wydaje sie bardziej wart podkreslenia.

W praktyce, zwykle dysponujemy analitycznymi  (jawnymi) formutami (ang. closed-form
formulae/expressions) gestosci tylko brzegowych rozktadéw a priori, p(6;) i p(6; 6;). Wobec tego graficzna ich
prezentacja raczej nie nastrecza trudnosci (istnieje wiele pakietéw graficznych, gdzie na podstawie analitycznego
wzoru pewnej 1- lub 2-argumentowej funkcji mozna przedstawié jej wykres, odpowiednio, w 2D lub 3D). Nieco
inaczej ma sie sprawa z gestosciami rozktadédw a posteriori, p(6;|y) i p(0;, 6;|y), gdyz rzadko kiedy gestosci tych
rozktadéw dajg sie wyrazi¢ jawnymi wzorami. Na naszych zajeciach, owszem, zetkniemy sie z takimi modelami, ale
w duzej mierze bedg one stuzy¢ raczej celom dydaktycznym; pdzniej zajmiemy sie takimi modelami — dalece
bardziej praktycznymi — w ktérych wyznaczenie analitycznych formut gestosci brzegowych rozktadéw a posteriori
jest juz niemozliwe. To, z kolei, bedzie stanowi¢ naszg motywacje do wykorzystania stosownych metod
numerycznych (np. MCMC) w celu szacowania/aproksymacji charakterystyk tychze rozktadéw. Zwykle produktem
korncowym tych metod jest préba pseudolosowa z rozktadu a posteriori (w domysle — tgcznego, dla wszystkich
parametréw, czyli p(6]y)), na podstawie ktorej dajg sie wyznaczy¢ histogramy, ktére — uwaga — sg estymatorami
funkcji gestosci.! Za pomoca histograméw mozemy aproksymowac (niedajace sie wyznaczy¢ analitycznie) gestosci
zaréwno 1-, jak i 2-wymiarowych brzegowych rozktaddéw a posteriori. Do zobrazowania gestosci 1-wymiarowych
brzegowych rozktadéw a posteriori, faktycznie, z reguty wykorzystuje sie histogramy (najlepiej z naniesionymi nan
odpowiadajgcych im gestosciami brzegowych rozktadow a priori, by umozliwi¢ wzrokowg ocene tego, na ile dane
modyfikujg wstepne przekonania o parametrach). Cho¢ w celu zobrazowania gestosci rozktadéw 2-wymiarowych
réwniez mozna postuzy¢ sie histogramem (zbudowanym w 3D), to jednak warto wzig¢ pod rozwage takze inne
mozliwosci (tj. typy wykreséw) ich wizualizacji, jak np. rézne warianty wykresu poziomicowego (ang. level plot;
czasem zwanego takze wykresem konturowym, ang. contour plot, contour map), czy mapy ciepta (ang. heat maps;
wartosci funkcji gestosci reprezentowane sg przez odpowiednie kolory). Na tych wykresach (2D!) — fundujacych
nam widok z lotu ptaka — mozna znacznie fatwiej dostrzec wszelakie modalne (w rozktadzie 2-wymiarowym) oraz
zwiazki korelacyjne i zaleznosci pomiedzy danymi dwoma parametrami.

Ad 2) Charakterystyki potozenia

Ad 2.a) Wartos¢ oczekiwana — a priori: E(0); a posteriori: E(0]y)

Pamietajmy, ze wartos¢ oczekiwana wektora losowego to wektor wartosci oczekiwanych poszczegélnych
jego sktadowych:

e qpriori:

E(O)=[E(,) E(,) .. EG,), 3)

' Histogramy nie s jedynymi dostepnymi (nieparametrycznymi) estymatorami funkcji gestosci. Inna klase (takze
nieparametrycznych) estymatoréw gestosci rozktadow prawdopodobienistwa stanowig tzw. jgdrowe estymatory gestosci
(ang. kernel density estimators), ktérych wynikiem jest w pewnym stopniu wygtadzony histogram. Estymatory jgdrowe — cho¢
nieco trudniejsze w implementac;ji — sg juz obecnie standardowym modutem licznych pakietow statystycznych.
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gdzie s oznacza wymiar wektora 6;

e qa posteriori:
E®1y)=[E(6,]y) E®,|y) ... E(6,|Y)I'. (4)

Powyzisza uwaga oznacza, ze jesli dysponujemy wartoscig oczekiwang danego fgcznego rozktadu wektora
0=1[04,0,, .., 6, tj. E(0) i E(O]y), to poszczegdlne wspotrzedne E(O) i E(O|y) stanowig wartosci oczekiwane
brzegowych rozktaddw poszczegélnych wspdtrzednych wektora 0. Przyktadowo, druga wspétrzedna w zapisie (3)
jest wartoscig oczekiwang a priori parametru 0, zarowno w rozktadzie fgcznym (dla catego 0), jak i brzegowym
(dla tegoz 6,).

Dodajmy jeszcze, ze warto$¢ oczekiwang danego rozktadu brzegowego jest sens raportowaé tylko w
sytuacji, gdy moment ten istnieje, tzn.

e qapriori:
jei p(0,)do, = £ (nieco bardziej formalnie: j| 0, | p(6,)do, < +x),
0; 0
e qa posteriori:
jei p(o, | y)do, # £ (nieco bardziej formalnie: || 0, | p(6, | y)dd, <+w).
0; 0;

Jesli rozktad a posteriori jest ktdryms ze znanych rozktadéw prawdopodobienistwa, woéwczas wiadomo, czy
istnieje jego wartos¢ oczekiwana, czy tez nie (jak ma to miejsce np. w rozktadzie Cauchy’ego, czyli rozktadzie t-
Studenta o 1 stopniu swobody). Niestety, w praktyce czestokro¢ rozktady a posteriori nie nalezg do zadnych z
poznanych dotad rodzin rozktadéw prawdopodobienstwa. W takich wypadkach zachodzi potrzeba numerycznego
wyznaczania (aproksymacji) wszelakich charakterystyk rozktadu a posteriori poprzez wczesniejsze uzyskanie proby
pseudolosowej z tego rozktadu (np. za pomocg metod MC-IS czy MCMC), a nastepnie obliczenie stosownych
momentéw probkowych, np. $redniej arytmetycznej z wygenerowane] proby jako oszacowania prawdziwej
(niedajagcej sie wyznaczy¢ analitycznie) wartosci oczekiwanej rozktadu p(0;|y). Powstaje jednak wtedy pytanie: czy
stosowny moment brzegowego rozktadu a posteriori w ogdle istnieje? Jest to o tyle wazine, ze S$rednig
arytmetyczng z proby mozemy policzy¢ zawsze. Jednak w sytuacji, gdy prawdziwa warto$¢ oczekiwana rozktadu a
posteriori nie daje sie wyznaczy¢ analitycznie (tudziez nie mozna analitycznie dowies¢ jej istnienia), wowczas nie
mozemy mieé pewnosci, ze éw Srednia arytmetyczna faktycznie petni funkcje oceny wartosci oczekiwanej (gdyz,
powtdrzmy, nie wiemy, czy ta ostatnia w ogdle istnieje). Zauwazmy jednak, ze bez wzgledu na to, czy dany
prawdziwy moment rozktadu istnieje czy nie, probkowe momenty mozemy zawsze wykorzystywac w charakterze
zwyktych ,,opisowych” miernikéw, charakteryzujgcych prébe wygenerowang z danego rozktadu; wdéwczas nie
musimy sie przejmowadé, czy prawdziwy moment istnieje, czy nie, poniewaz celem nie jest oszacowanie tegoz
momentu poprzez odpowiedni moment prébkowy, a jedynie charakteryzacja (opis) proby pseudolosowe;j
wygenerowane] z danego rozktadu. Oczywiscie, powyzsza uwaga dotyczy momentéw dowolnego rzedu, a nie
tylko wartosci oczekiwanych.



Ad 2.b) Modalne 1-wymiarowych rozktadéw brzegowych? — a priori: Mo(0)); a posteriori: Mo(6;]y)

Przypomnijmy, ze modalna pewnej zmiennej losowej X (skalarnej lub wektorowej) to taka jej wartosc (lub
wektor wartosci — gdy X jest wektorem losowym), dla ktérej funkcja gestosci (gdy X jest ciggta zmienng losow3)
lub funkcja masy prawdopodobienstwa (gdy X jest dyskretna) osigga maksimum (lokalne).? Tak wiec:

— w rozktadach 1-wymiarowych (6; jest skalarem, wiec modalna takze jest wielkoscig skalarng):

Mo(6;) =argmax p(6;),  Mo(8; | y) =argmax p(6; | y);

— w rozktadach wielowymiarowych (modalna rozktadu wektora 6 = [0,, 0,, ..., 6]’ bedzie wielkoscig wektorows):

Mo(6) = argmax p(6), Mo(0]y) =argmax p(0|y).

Nalezy pamietacd, ze, w ogdlnosci, modalna danego rozktadu facznego nie jest tozsama z wektorem modalnych
jego rozktadéw brzegowych, tj.

Mo(6) #[Mo(6,) Mo(6,) ... Mo(6,)],  Mo(8]y)=[Mo(6,|y) Mo(6,]y) ... Mo(6, [ y)]',

choc sg pewne wyijatki (np. wielowymiarowe rozktady normalne i t-Studenta, czy, nieco ogdlniej, wielowymiarowe
rozktady elipsoidalne).

W praktyce raczej rzadko wyznacza sie (mniej lub bardziej doktadne) wartosci modalnych w rozktadzie a
posteriori. Z reguty konieczne jest w tym celu wykorzystanie zaawansowanych (zwtaszcza dla modalnych
rozktadéw wielowymiarowych) metod numerycznych, a pozytek z tego — raczej niewielki, tym bardziej, ze o
lokalizacji modalnej (czy modalnych — w przypadku rozktadéw z wieloma modami) danego rozkfadu najtatwiej
(cho¢ tylko w sposdb przyblizony) mozna sie dowiedzie¢ z wizualnej analizy jego funkcji gestosci (o czym ponizej;
patrz podsekcja 2.g).

Ad 2.c) Kwantyle jednowymiarowych rozktadéw brzegowych — a priori: Q,(0;); a posteriori: Q,(6;]y) (o oznacza

rzad kwantyla)

Wyznaczanie kwantyli wielowymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa, podobnie jak jego modalnej,

zdecydowanie nie nalezy do zadan tatwych (chod, trzeba przyznad, ze jest uzyteczne na gruncie wielowymiarowe;j
analizy danych). Dlatego tez, w charakteryzacji rozktadu a posteriori z wykorzystaniem kwantyli zwykle
ograniczamy sie do raportowania kwantyli jego 1-wymiarowych rozktadow brzegowych. Kwantyl rzedu o rozktadu
p(6ily), czyli Qu(0:|y), to taka wartosé parametru 6, ze

Q. (6ily)
Pr(6, <Q, (0, 1Yly)=" [ p(®,1y)=a.

Odpowiedni kwantyl rozktadu a priori definiujemy analogicznie:

2 Oczywiscie, modalng mozna rozwazac — ogdlnie — dla rozktadéw wielo-, a niekoniecznie tylko 1-wymiarowych. Jednakze, w
niniejszym opracowaniu gtéwny akcent potozono na przypadek tych ostatnich, gdyz w praktyce, analize (zwykle
wielowymiarowego) rozktadu a posteriori przeprowadza sie czestokro¢ poprzez badanie charakterystyk wtasnie 1-
wymiarowych brzegowych rozktadéw a posteriori, uzyskanych (poprzez stosowne catki) z rozktadu tacznego (rzadziej
natomiast, 2-wymiarowych rozktadéw brzegowych, choc¢ i te tatwo dajg sie przedstawi¢ na wykresach 3D lub za pomocg
poziomic czy tzw. ,heat maps”).

> W rozktadach jednomodalnych éw maksimum jest jedyne i dlatego stanowi zarazem maksimum globalne. W rozktadach
wielomodalnych kwestia jedynosci (ang. uniqueness) maksimum jest nieco bardziej subtelna i nie bedzie tu omawiana.
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Q. (67)

Pr(6, <Q,(6,))= | p(8)=0.

W praktyce, rozktad a posteriori zwykle nie jest zadnym ze znanych rozktadéw prawdopodobienstwa, wobec
czego kwantyle jego rozktaddéw brzegowych wyznacza sie z proby pseudolosowej wygenerowanej z tgcznego
rozktadu a posteriori.

Oczywiscie, wsrdd catej, nieprzeliczalnej (z punktu widzenia doboru rzedu kwantyla) rodziny kwantyli
danego rozktadu, szczegdlng role odgrywa mediana. Jesli dany (1-wymiarowy) rozktad prawdopodobienstwa jest
rozktadem symetrycznym i istnieje jego wartos¢ oczekiwana, to mediana i owa wartos¢ oczekiwana sg réwne (jak
w rozktadzie normalnym, czy w rozktadzie t-Studenta o liczbie stopni swobody wiekszej od 1). W praktyce
mediane danego brzegowego rozktadu a posteriori zwykle raportuje sie wtedy, gdy rozkfad ten jest asymetryczny
(zwracajac przy okazji uwage, jak ma sie mediana w poréwnaniu z wartoscig oczekiwang).

Ad 3) Charakterystyki rozproszenia

Ad 3.a-b) Wariancje i odchylenia standardowe

- Oznaczenia i wzory definicyjne:

e Wariancja pojedynczego parametru:
0 apriori: Var(0;) = E(Gi - E(@i))z = E(Biz) — E(6;)?

0 aposteriori: Var(6;ly) = E[(6; — E(6:»)|y]" = E(6Z1y) — E(6i]y)?

e Odchylenie standardowe pojedynczego parametru:
0 aupriori: D(6;) = +/Var(6;)
O aposteriori: D(0;|y) = /Var(6;|y)

Warto pamietaé, ze — podobnie jak w przypadku wartosci oczekiwanej — wariancja (a tym samym
odchylenie standardowe) danego rozktadu moze nie istnie¢, co wynika z faktu, ze jest to wielkos¢ definiowana
jako stosowna catka oznaczona (a ta moze nie by¢ zbiezna), po catej osi liczb rzeczywistych. Jesli dany rozktad jest
ktoryms$ ze znanych rozktadéw prawdopodobienistwa, to znajgc jego wiasnosci mozemy sprawdzié, czy istnieje
drugi moment (i, ewentualnie, przy jakich warunkach). W przeciwnym razie, tj. gdy dany rozktad nie jest
,standardowy” — jak ma to czesto miejsce w przypadku rozktaddw a posteriori w bardziej zaawansowanych
modelach ekonometrycznych — odchylenie standardowe rozktadu przyblizamy (szacujemy) za pomoca
probkowego odchylenia standardowego, obliczonego na podstawie préby pseudolosowej wygenerowanej z tegoz
rozktadu. Wéwczas, gdy chcemy traktowaé tak obliczong wielko$é jako oszacowanie prawdziwego, nie dajgcego
sie analitycznie wyznaczyé¢ odchylenia standardowego, musimy by¢ $wiadomi, iz tylko zaktadamy, ze éw nieznane
odchylenie standardowe istnieje (owo ,istnienie” z reguty takze pozostaje w sferze zafozen, gdyz nie da sie go
dowiesc¢ analitycznie dla rozktaddéw a posteriori o ,,niestandardowej” postaci).

Ad 3.c) Rozstep miedzykwartylowy

Do charakterystyki brzegowych rozktaddéw a priorii a posteriori pod wzgledem ich rozproszenia najczesciej
wykorzystuje sie odchylenia standardowe (rzadziej wariancje), cho¢, naturalnie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby w
tym samym kontekscie wykorzysta¢ jeszcze inne mierniki rozproszenia, np. te oparte na kwartylach (znane ze
statystyki opisowej), w tym:



e rozstep miedzykwartylowy (ang. interquartile range, IQR):
O apriori: IQR(6;) = Q.75 (6;) — Q5 (6;)
O a posteriori: IQR(0; | y) = Qo7 0;1y) = Qo5 ©:1y)

e odchylenie ¢wiartkowe (ang. midhinge, the 25% trimmed mid-range) — réwne potowie rozstepu
miedzykwartylowego.

Ad 4) Macierz korelacji wektora parametrow — a priori: R(0); a posteriori: R(0]y)

Zapiszmy ,porzadne” wzory:
e Macierz korelacji a priori wektora parametréw:
[ Cov(6;,6;)
JVar(6;)Var(6;) I

R(6) = B(O)V(6)B(0) =

oS

gdzie V(0) jest macierzg kowariancji a priori wektora parametréw:

V() =E [(9 —E®)(6 - E(@))'] = E(00") — E(B)E(6)’

Var(6,) Cov(64,6,) .. Cov(64,6s)
Cov(6,,0,) Var(6,) .. Cov(6,,0,)
Cov(6s,0,) Cov(bs,0,) .. Var(6y)
natomiast B(0) jest macierzg diagonalng z odwrotnosciami odchylen standardowych a priori na
przekatnej:
-0,5
[(Var(6y)) 0 0 ]I
-0,5
B(0) = 0 (Var(6y)) 0
l 0 0 (Var(es))_o'sj

e Macierz korelacji a posteriori wektora parametréw:
[ Cov(6;,6;]y)
WVar@vVar@m), .,

R(@|y) = B(O|y)V(@|y)B(O|y) =

yeeS

gdzie V(0 |y) jest macierza kowariancji a posteriori wektora parametrow:

v(oly) = E[(0 - E@»)(6 - E@1) ly| = E680'1y) — EOIY)EO]y)’

Var(6:]y) Cov(04,0,]y) ... Cov(0y,6s]y)
COU(92;91|Y) Var(92|3’) COU(QZJgsly)
Cov(b,0,|y) Cov(6s,6,]y) .. Var(6s|y)

natomiast B(0]y) jest macierza diagonalng z odwrotnosciami odchylen standardowych a posteriori na
przekatnej:



[(Var(e:19) ™ 0 0
B(ly) = 0 (var@:1,) ™ . 0

S|

l 0 0 o (Var(e,y) |

Na koniec przypomnijmy jeszcze, ze elementy macierzy korelacji s wspdtczynnikami korelacji liniowej
(i tylko liniowej!). Uwaga ta jest o tyle wazna, ze — zwtaszcza w rozktadach a posteriori — pomiedzy dang parg
parametréw moze zachodzi¢ nieliniowy zwigzek korelacyjny. Dlatego tez, jesli interesuje nas korelacja a posteriori
pomiedzy danymi dwoma parametrami, np. ;i 6;, wéwczas dobrym pomystem wydaje sie wizualna analiza funkcji
gestosci ich rozktadu brzegowego, tj. p(0; 6;]y) (o czym szerzej w podsekcji 2.g). Naturalnie, moina takze
probowaé mierzy¢ owag korelacje z wykorzystaniem przeznaczonych do tego — cho¢ raczej rzadko
wykorzystywanych w praktyce — miernikéw (zob. np. [Wang Q., Shen Y., Zhang J.Q., 2005, A nonlinear correlation
measure for multivariable data set, Physica D, vol. 200]).



Ad 5) Prawdopodobienstwo interesujgcego podzbioru przestrzeni parametréow

W niektdrych sytuacjach przedmiotem badania moze by¢ wnioskowanie o tym, na ile mozliwe jest, ze
wartosci interesujgcych nas parametrow mieszczg sie w pewnym zbiorze, oznaczanym w dalszym ciggu symbolem
A. Moze to dotyczyé zaréwno catego wektora parametrow (wéwczas A jest podzbiorem ,catej” przestrzeni
parametréw 0, tj. 8 € A € 0), jego pojedynczych wspdtrzednych (6; € A; € 0;), lub —w przypadkach posrednich
— dowolnego podwektora wektora 6. Dla zachowania zwiezto$ci, ponizsze rozwazania dotyczg tylko dwdch
pierwszych wariantow (koncepcyjnie, ten ostatni, tj. wariant ,,posredni”, nie rézni sie znaczaco od tych dwdch
wczesniejszych). Przyktadem analizy, w ktérej mozemy mie¢ do czynienia z zarysowanym tu zagadnieniem, moze
by¢ cigg niezaleznych préb Bernoulliego jako model opisujgcy kolejne rzuty monetg. W tym zagadnieniu (skalarny)
parametr 8 € @ = (0,1) mozemy utozsamia¢ z prawdopodobieristwem ,orta”. Po wykonaniu serii rzutow
(ktérych wyniki: zera i jedynki, stanowig prébe i zapisane sg w postaci wektora y) moze nas interesowad
odpowiedz na pytanie: jakie jest prawdopodobienistwo a posteriori, ze prawdopodobieristwo wyrzucenia orta jest
wieksze niz 0,5? Zatem A = (0,5, 1) c 0. Czujemy, ze jesli tylko moneta jest ,sprawiedliwa”, wéwczas powinna
zachodzi¢ réwnosé: Pr(0 € Aly) = Pr(0 ¢ Aly) = Pr(6 € (0, 0,5)]y) =0,5. Rzecz w tym, ze trzeba to
sprawdzi¢, obliczajac wtasnie Pr(0 € Aly).

Ponizej przedstawiono pewne ogdélne zapisy zwigzane z wyznaczaniem prawdopodobiefstwa
interesujgcego nas zbioru wartosci parametréw:

e qpriori:
0 w rozktadzie tgcznym (dla catego wektora parametréw): Pr(6eA), gdzie A € ©

Pr(6 e A) = [ p(6)do;

(Zwréémy uwage, ze powyzsza catka jest wielokrotna, a doktadniej: s-krotna.)

0 w rozktadzie brzegowym (dla pojedynczego parametru): Pr(0;€A)), gdzie A;  ©;

Pr(6,  A) = [ p(6,)d0, ;

(Ta, z kolei, jest catkg 1-krotna.)
e qa posteriori:

0 w rozktadzie tacznym (dla catego wektora parametrow): Pr(6€A|y), gdzie Ac ®

Pr(0 < Aly)=[p(6]y)do;

O w rozktadzie brzegowym (dla pojedynczego parametru): Pr(0;eA;|y), gdzie A; < ©;

Pr(6, < A ly) = [ p(6,]y)de,

Uwaga dot. prawdopodobienstwa w rozktadach tacznych

Jedli parametry danego rozktadu sg niezalezne i zbidér A jest iloczynem kartezjariskim zbioréw po
S

wszystkich wspétrzednych wektora 0, tzn. A= _®1Aj , to prawdopodobienstwo zdarzenia 6€A mozna obliczy¢
j=

jako iloczyn odpowiednich catek jednowymiarowych z gestosciami brzegowych rozktadéw parametrow 6; jako
funkcjami podcatkowymi, tj.

e qpriori:



Pr(o.< A)=[ [Pr(6, < A)=T] [ p(6,)do;;

=1 A

e g posteriori:

Pr(eeAly):f[Pr(ej e A |y)=f[jp(ej |y)de, .

=1 A

Uwaga dot. prawdopodobienstwa w rozktadach brzegowych

Jesli zbidr A; jest przedziatem (na osi R), tzn. A; = (a;, b)), to:
e qapriori:

Pr(0, < A) = [ p(6,)d0, = F, (B) - F, (&),

gdzie Fei (X) oznacza dystrybuante brzegowego rozktadu a priori parametru 0;;

e g posteriori:

PI(O, < A lY) = [ P(O,1Y)d6, = Fy , ()~ Fy ),

gdzie Feily(x) oznacza dystrybuante brzegowego rozktadu a posteriori parametru 6;.



