Whioskowanie bayesowskie — podstawowe pojecia

1. Podstawowe pojecia w analizie bayesowskiej

Obiekt Wyijasnienie Uwagi
Wektor (kolumnowy) wszystkich parametrow modelu — zaréwno W odrdznieniu od modeli
tych interesujgcych nas (ang. parameters of interest), jak i rozwazanych na gruncie podejscia
parametréw ubocznych, zaktécajgcych (ang. nuisance parameters). | czestosciowego, w modelu
Wektor 0 stanowi element przestrzeni parametrow, O, tj. bayesowskim parametry traktowane
0=1[0, 0, ... 0,) € ®cR’(gdzie R jest zbiorem liczb sg jako zmienne losowe.
rzeczywistych, zas s oznacza wymiar przestrzeni ®, tzn. s = dim®). Z
o reguty mamy
S
0=® ®i ,
j=1
tzn. przestrzen parametréw jest iloczynem kartezjanskim
przestrzeni wszystkich pojedynczych parametréw, ©;c R, dla
j=1,2,..,5s.
Wektor obserwacji (tych dostepnych, a nie np. prognozowanych) — | Jesli nie zajmujemy sie modelowaniem
y stanowi element zbioru Y, tj. y € Y c R’, gdzie T oznacza liczbe obserwacji niedostepnych (w tym

dostepnych obserwacji.

Wektor obserwacji niedostepnych — zwykle stanowig go wartosci
prognozowane lub , niezaobserwowane obserwacje”, czyli te, dla
ktdrych brakuje danych (z tym ostatnim mozemy miec do czynienia
np. w przypadku finansowych szeregdw czasowych o dziennej
czestotliwosci — gdy gietda jest nieczynna w danym dniu,
notowania zostajg zawieszone). Wektor yfstanowi element zbioru
Y tj.y € ¥ = R", gdzie h oznacza liczbe obserwacji niedostepnych.

prognozowaniem), to Y jest
przestrzeniq obserwacji. W
przeciwnym razie, przestrzenig
obserwacji (dostepnych i
niedostepnych) nazywamy zbiér
yxY c R™.

UWAGA: W dalszym ciggu ograniczamy sie (tymczasowo) do modelowania tylko obserwacji dostepnych;
prognozowaniem zajmiemy sie dopiero za jaki$ czas.

Ogélne oznaczenie funkcji gestosci pewnej zmiennej losowe;j
(wektora losowego). Argument gestosci okresla zmienng losows,
ktdrej ta gestos¢ dotyczy. Dopuszczajac sie pewnego naduzycia
notacji, przyjmujemy konwencje, w ktérej symbol p(x) odnosi sie

p(-) takze do samego rozkfadu zmiennej losowej x." Cata ta konwencja
jest powszechnie stosowana w literaturze bayesowskiej. Z drugiej
strony, specjalng notacje stosujemy dla gestosci znanych rozktadéw
prawdopodobienistwa, np. fy(-) oznacza funkcje gestosci rozktadu
normalnego.
Model bayesowski — utozsamiany z tgcznym rozktadem obserwacji i | Dwie wazne réwnosci:
parametréw. (Nieco Scislej p(y, ©) oznacza funkcje gestosci tacznego _
, 0 , ,0)=p(6
ply, 6) rozktadu wektora obserwacji i parametréw — patrz przypis nr 1). p(y.0) = p(6]y)p(y)
= p(y[6)p(6)
Rozktad a priori — jest brzegowym rozktadem parametrow; Prawdziwa (cho¢, szczerze méwiac,
p(6) odzwierciedla wstepng (tj. przed wglagdem w dane, przed mato pozyteczna:)) jest tozsamos¢:

zaobserwowaniem y) wiedze badacza; tym samym stanowi

'To jest swego rodzaju naduzycie, poniewaz gestos¢ rozktadu to nie to samo, co sam rozktad. Ponadto, pewne relacje, ktére
zdefiniowane s3g dla rozkfadow prawdopodobienstwa nie muszg zachodzi¢ dla ich gestosci — przyktadem jest réwnosé
rozktadow ciggfych zmiennych losowych, ktéra wcale nie wymaga réwnosci wszedzie (tj. w catej dziedzinie) ich funkcji
gestosci — wymaga ,jedynie” réwnosci prawie wszedzie (tj. z doktadnoscig do zbioréw miary Lebesgue’a zero).
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formalng reprezentacje jego niepewnosci co do parametrow.

Rozktad a priori dobierany jest arbitralnie (wedtug uznania
badacza).

Parametry rozktadu a priori nazywamy hiperparametrami.
Przyktadowo, jesli przyjmiemy, ze 0 jest skalarng zmienng losowa
(0<R)ip(0) = fu(0|, 6°), to i o> sg hiperparametrami.

p(6) = [ p(y,6)dy

= [ p(01y)p(y)dy

Rozktad a posteriori — jest warunkowym wzgledem obserwacji
rozktadem parametrow; odzwierciedla koncowa (wynikowsa, tj. po
wglgdzie w dane, po zaobserwowaniu y) wiedze badacza o

Kluczowa we wnioskowaniu
bayesowskim jest tozsamos¢
wynikajgca z wzoru Bayesa:

P(y,6) _ p(y[6)p(6)
p(y) p(y)

W p(0|y) argumentem jest 0,
natomiast y traktujemy jako ustalony
wektor obserwacji (punkt w
przestrzeni obserwacji). Dlatego w
powyzszym zapisie p(y) — niebedace
funkcjg 6 — traktowane jest jako
pewna stata. Stgd mozemy zapisac
ponizszg rownosc z doktadnoscig do

p(Oly) =

p(O]y) . . , . ) v !

parametrach, stanowi formalng reprezentacje niepewnosci statej (multiplikatywnej):

zwigzanej z parametrami po uwzglednieniu informacji zawartej w

konkretnych danych (w danym, juz nielosowym, wektorze y). p(6]y) e p(y.6).
Dodajmy jeszcze, ze 6w p(y) jest stafg
normujgcg, ktéra zapewnia, ze
p(0]y) —jako gestos¢ pewnego
rozktadu prawdopodobienstwa —
catkuje sie do jednosci:
[pe@1yydo= [P g
o o P(Y)
= [ p(y,0)d0 =—— p(y) =1

P(Y) & p(y)

Model prébkowy (inaczej: probkowy rozktad obserwacji; w skrocie: | ¢ Wobec réwnosci:

rozktad prébkowy) — jest warunkowym przy ustalonym wektorze

parametrow rozktadem obserwacji. Ly (6) = p(y[6),

Dobér postaci rozktadu prébkowego — podobnie jak rozktadu a wzor Bayesa mozemy zapisa w

priori — jest kwestig arbitralnej decyzji/zatozen badacza. postaci:

Przyktadowo, badacz zaktada, ze obserwacje y,, y», ..., Y753 L. (8)p(®)

niezalezne i pochodzg z rozktadu normalnego o wartosci p(O]y)=—"——""0o Ly(e) p(o) .

oczekiwanej i wariancji o°. Wéwczas rozktadem probkowym jest p(y)

p(y|0) | stosowny T-wymiarowy rozktad normalny: e  Funkcja wiarygodnosci (model

p(y10) = fy (yluiy,0°l;), gdzie 1 =[1 1 ... 1] jest T-

elementowg kolumng jedynek.

Zasadniczo, oznaczenie p(y|0) sugeruje, ze argumentem jest
wektor y, natomiast wektor 0 jest ustalony. Tymczasem, p(y|6)
czesto traktowac bedziemy jako funkcje wektora 6 przy ustalonym
wektorze y, co oznacza utozsamianie p(y|0) z funkcjg
wiarygodnosci, L,(0) (oznaczanej réwniez L(0|y) lub L(6; y)).
Istotnie, ex definitione funkcja wiarygodnosci przyporzadkowuje

probkowy) petni bardzo wazng
role — to wiasnie przez nig dane
modyfikujg wstepna (przed
wgladem w dane) wiedze badacza
o parametrach; L,(0) reprezentuje
informacje o 6 pochodzaca z
danych.
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wektorowi parametréw wartos$é funkcji gestosci rozktadu
probkowego (przy ustalonym wektorze obserwac;ji):

L,:®50— p(y|0)eR.

Dlatego, co do postaci analitycznej, funkcja wiarygodnosci i gestosé
rozktadu prébkowego sa réwne, tzn. L, (0) = p(y|0); natomiast

réznica tkwi w ,optyce”:

-w p(y|0) argumentem jest y, zas 0 jest ustalonym punktem w
przestrzeni parametréw;

-w L,(0) argumentem jest 0, zas y jest ustalonym punktem w
przestrzeni obserwacji.

Wobec powyzszego rozrdznienia warto mie¢ swiadomosc tego, ze o
ile p(y|0) jest gestoscig pewnego rozktadu prawdopodobieristwa
(rozktadu wektora obserwacji przy ustalonych parametrach), tzn.
catka po catej przestrzeni Y z p(y|6) réwna jest jednosci:

[p(ylo)dy =1,

o tyle funkcja wiarygodnosci nie jest gestoscig zadnego rozkfadu (a
doktadniej: rozktadu parametréw, ktdre sg jej argumentem). Choc z
jednej strony funkcja wiarygodnosci, na mocy konstrukcji,
przyjmuje wartosci w przedziale [0, +o) — jak na kazdg dobrze
zdefiniowang funkcje gestosci przystato — tak jednak, w ogdlnosci

ILy(G)deil.

Wobec powyzszego, w niektérych opracowaniach rozwaza sie takze
tzw. standaryzowang funkcje wiarygodnosci:

L,(0)

Ly(e) :W’

ktéra moze juz by¢ utozsamiana z ,jakas” funkcja gestosci wektora
0, gdyz

({Ey(e)de =m£ L,(0)do =1.

Zaznaczmy tutaj, ze rozwazanie standaryzowanej funkcji
wiarygodnosci nie ma raczej znaczenia praktycznego. Z reguty bada
sie jg przy okazji prezentacji prostych ¢wiczen dydaktycznych,
majacych na celu pokazanie, ze przy rosnacej liczbie obserwacji
gestosc rozktadu a posteriori, p(6|y), ,przechodzi” od gestosci
rozktadu a priori, p(8), do standaryzowanej funkcji wiarygodnosci

(tzn. p(0]y) staje sie coraz bardziej podobna do I:y (0)). ,,Dowodzi”

to faktu, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji rosnie znaczenie
informacji zawartej w danych w formowaniu sie koricowej (po
wgladzie w dane) wiedzy badacza o parametrach modelu
statystycznego.

p(y)

Brzegowy rozktad obserwacji (inaczej: brzegowa gestos¢
obserwacji; nieco scislej: funkcja gestosci brzegowego rozktadu

gdy 0 jest ciggtg zmienng losowa:
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wektora obserwacji) — reprezentuje szanse zaobserwowania p(y) :J‘ p(y,0)do

wektora y, ,uniezaleznione” od parametrow. 5

Uwaga ,,na przysztosc¢”: W praktyce wartosc p(y) jest kluczowa przy :I p(y|0)p(6)do
analizie mocy wyjasniajgcej réznych modeli bayesowskich o

stuzacych opisowi tego samego zjawiska (tj. tego samego wektora
y). Niestety, tylko w relatywnie prostych modelach p(y) daje sie
tatwo obliczy¢; w wiekszosci przypadkéw konieczne jest stosowanie
zaawansowanych (i nastreczajgcych pewnych trudnosci) metod

numerycznych. py) = Z p(y,0)

0e®

=>.p(y16)p(6)

0O

e gdy 0 jest dyskretng zmienng
losowg (co nam sie nie bedzie
raczej przytrafiad):

2. taczne, brzegowe i warunkowe rozktady prawdopodobienstwa we wnioskowaniu
bayesowskim

We whnioskowaniu bayesowskim nieustannie bedziemy pracowaé z ,jakimis” rozktadami tgcznymi,
brzegowymi i warunkowymi. Wtasciwe ich rozréznianie nie jest skomplikowane, jednak wymaga zwrdcenia uwagi
na fakt, iz czestokro¢ na dany rozktad bedziemy mogli spojrzeé jednoczesnie (cho¢ z rézinej perspektywy) jako
rozktad tgczny, brzegowy i warunkowy. Rozwazmy nastepujacy...

PRzYKtAD. Niech wektor 0 sktada sie z trzech wspdtrzednych — skalarnych parametrow 64, 6, i 03:
0=[0, 0, 0] e R’.

W kontekscie rozktadu a priori, p(6):

e p(0)), dla dowolnegoi € {1, 2, 3}, to oczywiscie brzegowy rozktad a priori i-tego parametru;

e p(0) to tgczny rozktad a priori wszystkich trzech parametrow. Jednakze, wobec tozsamosci:

p(0) = [ p(y,0)dy,

na p(0) mozna popatrze¢ jako brzegowy (wzgledem obserwacji, y) rozktad parametrow modelu. Przy okazji
zauwazmy, ze zabieg ,ubrzegowienia” dokonywany jest poprzez ,,wycatkowanie” ,niechcianej” zmiennej (tu: y) ze
stosownego rozktadu tgcznego (tu: p(y, 0)) lub — wyrazajac sie nieco precyzyjniej — scatkowanie funkcji gestosci
rozktadu tgcznego wzgledem odpowiedniej zmiennej (tu: y);

e jesli rozwazany rozktad a priori miatby strukture ,z zaleznoscig” (inaczej: ,,z brakiem niezaleznosci”) pomiedzy
parametrami 64, 0, i 83, np. postaci

p(6) = p(83]6,, 6:)p(62161)p(61), (1)

to dla parametru 6; mamy rozktad brzegowy: p(0,); dla parametru 6, mamy rozktad warunkowy wzgledem 6;:
p(6,]01); w koncu, dla 65 mamy takze rozktad warunkowy: p(05|6,, 01). Przy okazji, zauwazmy, ze iloczyn dwdch
ostatnich czynnikéw w wyrazeniu (1) daje nam rozktad a priori parametrow 0, i 0,:

p(0,]01)p(0,) = p(6,, 0,).

Ten ostatni jest, oczywiscie, rozktadem fgcznym dla parametrow 6, i 6,. Jednak z drugiej strony jest zarazem
rozktadem brzegowym wzgledem parametru 05, ktdry to zostaje , wycatkowany” po drodze:




p(6,,6,) = [ p(6,,0,,0,)d0; = [ p(6,6,,0,)p(0, |6,) p(6,)d0, =
R R

= p(ez |el) p(91)_[ p(93 |92’91)d93 = p(ez |61) p(el)'l: p(el’GZ)

e jeslirozwazany rozktad a priori miatby strukture ,z niezaleznoscig” (innymi stowy: o parametrach 6;,i=1, 2, 3,
zaktadalibysmy, ze sg a priori niezalezne), to rozktad tgczny daje sie sfaktoryzowac jako iloczyn rozktadow
brzegowych:

p(6) =H JICHE

W kontekscie rozktadu a posteriori, p(0|y):

e p(0|y) to taczny rozktad a posteriori wszystkich parametréow; ex definitione jest rozktadem warunkowym
wzgledem wektora obserwacji;

e moze sie zdarzy¢, ze interesuje nas tylko rozktad p(6,, 6,]y) (bo 05 jest np. parametrem zaktdcajgcym, albo z
innych przyczyn) — rozkfad ten jest:

0 warunkowy wzgledem obserwacji (wszak jest ci on rozktadem a posteriori),

0 brzegowy wzgledem parametru 0s:

p(6,,6, |y) = p(6,,6,,0, | y)dos,
R

0 fgczny dla parametrow 64 0,.

[Koniec przyktadu]

Na zakonczenie tej sekcji dodajmy jeszcze, ze brzegowy rozktad a posteriori danego parametru (czy,
ogolniej, danej grupy parametréw), np. p(0:|y), odzwierciedla — owszem — niepewno$¢ zwigzang z tym
parametrem (parametrami), ale — co wazne — uwzglednia przy tym niepewnosc zwigzang z wszystkimi pozostatymi
parametrami. Dzieje sie tak dlatego, ze rozktad p(6;|y) jest wynikiem scatkowania fgcznego rozktadu a posteriori,
p(0, y), wzgledem wszystkich pozostatych (w stosunku do 6;) parametréw. Niech 6,; oznacza wektor otrzymany po
usunieciu i-tej wspétrzednej w wektorze 6, wobec czego 0, = R*. Wéwczas p(6;|y) mozemy zapisa¢ w postaci

(s—1)-krotnej catki z gestosci tacznego rozktadu a posteriori wzgledem 6y;:

p(o, |y)=”...j p(6,.6,,...,0, | y)de,ds,...do. , do, ,...do,
RR R
lub w skrécie:

p(O;1y)= j P(0;,0, | y)do, .
Rs—l
Dalej, ostatnie wyrazenie mozemy zapisaé¢ w postaci:

po; |y) = j P(O; [0y, Y)p(0, | y)do,,
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na postawie ktorej stwierdzamy, ze rozktad p(0;|y) jest tzw. ciggtg mieszankg warunkowych rozktadow a

posteriori, tj. p(6;]6\,y), z gestoscig mieszajacg p(6y|y).

2 A skadze mi to...?”, mégtby ktos zapytaé. Ciggte mieszanki rozktadéw prawdopodobierstwa (ang. continuous mixtures of
distributions) sg uogdlnieniem mieszanek dyskretnych (ang. discrete mixtures of distributions). Dla przyktadu rozwazmy tu
dyskretna mieszanke dwdch (niezaleznych) 1-wymiarowych rozktadéw normalnych o gestosciach, odpowiednio, fiy 1(-| 11, 012)
i fual 022). Rozktady te stanowig tzw. skfadniki (inaczej: komponenty) mieszanki (ang. mixture’s components). Niech
Se{1, 2} oznacza dyskretng, 2-punktowg zmienng losowg, ktorej wartosci oznaczajg numery komponentow. Rozktad zmiennej
losowej S jest tzw. rozkfadem mieszajgcym. Dalej, niech x oznacza zmienng losowg bedaca owa (dyskretng) mieszanka
rozktadéw normalnych. Przy okazji wyjasnijmy, ze mieszanki dyskretne nazywamy wifasnie dyskretnymi z tego wzgledu, ze
rozktad prawdopodobienstwa, ktory miesza sktadnikami mieszanki, jest rozktadem skokowym (dyskretnym) — o masie
prawdopodobienstwa skupionej w tylu punktach, ile mamy sktadnikéw mieszanki. W prezentowanym tu przyktadzie
przyjmijmy, ze Pr(S=1) = 0,6, wobec czego Pr(5=2) = 1 — Pr(5=1) = 0,4. Gestosc¢ rozktadu rozwazanej mieszanki mozemy zapisac
jako

2
p(x) = fN,1(X|H1'(512)'Pr(S =1+ fN,z(X |Hz’63)'Pr(S =2)= Z fN,k(Xluk,Gi)'Pr(S =k).
k=1

Dalej, zauwazmy, ze rozktady fy (x|, Ok %) (k=1,2) s3 niczym innym jak rozktadami warunkowymi zmiennej losowej x
wzgledem S, tzn.

2 2
p(x|S=1)= fN,l(X |y, 07), p(x[S=2)= fN,z(X |1,,07)
Z kolei prawdopodobienstwa Pr(S=k) (k =1, 2) stanowig brzegowy rozktad zmiennej losowej S (i mogg by¢ postrzegane jako
,wagi” komponentéw mieszanki). Dlatego tez iloczyn fy (X |uk,G§)-PI’(S =K) stanowi nic innego jak taczny rozktad

zmiennych losowych x i S. Zatem

POO = fu (X Iy, 00 -PH(S =K) = 3 p(x, S =K),

co oznacza, ze brzegowa gestos¢ zmiennej losowej x (czyli p(x)) jest wynikiem ,wycatkowania” zmiennej S z rozktadu
tacznego, p(x, S). Podsumowujgc, brzegowy rozktad zmiennej losowej x, czyli p(x), jest dyskretng mieszankg (dwdch)
rozktadéw normalnych z rozktadem mieszajacym Pr(S=k) (k =1, 2).

Tymczasem, w mieszankach ciggfych komponenty mieszanki mieszane sg wzgledem pewnego ciggtego rozktadu
prawdopodobienstwa. Wéwczas operator sumowania zastepujemy stosowna catka. W zasadzie, zawsze wtedy, gdy mamy do
czynienia z jakims rozktadem brzegowym, mozemy patrze¢ nan wiasnie jak na mieszanke odpowiednich rozktadow
warunkowych z odpowiednig gestoscia mieszajacg. Dla przyktadu rozwaimy model z dwoma parametrami, tj.
0 =[0, 6,]’ € R’ w dalszym ciaggu skupiajac uwage na brzegowym rozktadzie ;.

e W kontekscie rozktadu a priori mamy:

p(6,) = | p(6,,6,)d6, = [ p(6,16,)p(6,)d6, .

Rozktad p(6,) stanowi mieszanke warunkowych rozktadéw a priori p(6,]6,) (uzywam liczby mnogiej: rozktadéw, gdyz
dla réinych wartosci 6, mamy rézne — cho¢ pochodzace z tej samej rodziny — rozktady p(0.]6,)). Gestoscig
mieszajacy jest tu brzegowy rozktad a priori parametru 0,, tj. p(6,).

e W kontekscie rozktadu a posteriori:

p(60, y) = [ p(6,6,1y)d6, = [ p(6,16,,Y)p(6, | ¥)db, .

Rozktad p(0:|y) stanowi mieszanke warunkowych rozktadéw a posteriori p(0.]6,, y) (znowu, liczba mnoga:
rozktadéw!), natomiast gestoscig mieszajgca jest brzegowy rozktad a posteriori parametru 0,, tj. p(0,]y).

[t.K.: Przypisy tej dtugosci powinny by¢ zabronione... ;)]



